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ВВЕДЕНИЕ 
 

Спектральная теория дифференциальных операторов составляет существенный 
раздел общей спектральной теории операторов и занимает видное место в математических 
исследованиях XIX и XX столетий и приложениях математики к физическим теориям. 
Корни спектральной теории дифференциальных 
операторов уходят в теорию собственных значений и собственных функций краевых задач 
математической физики, начало которой было положено в ХVШ веке работами 
Д.Бернулли, Л.Эйлера и Ж.Даламбера о колебаниях струны. Прежде всего, возник интерес 
к тригонометрическим системам функций и проблеме разложения произвольной функции 
в ряд по функциям таких систем. Начальный этап развития исследований в этом 
направлении завершается работами Фурье,  связанными с понятием рядов Фурье. 
Дальнейшие исследования приводят к выделению теории тригонометрических рядов в 
самостоятельный раздел математического анализа. Одновременно шло накопление 
сведений о других ортогональных  системах функций (функции Бесселя, многочлены 
Лежандра и др.). Начало общей теории краевых задач, связанных с дифференциальным 
уравнением второго порядка, было положено работами Ж.Штурма  и Ж. Лиувилля в 1830 
годах. Основные результаты этих исследований состояли в доказательстве существования 
последовательности собственных значений и последовательности собственных функций 
краевой задачи, рассматривалась возможность разложения функции, принадлежащей 
некоторому классу, в ряд по системе собственных функций. 

Исследование систем ортогональных функций принимает самостоятельный 
характер во второй половине XIX века,  начиная с работ П.Л.Чебышева. Большое 
внимание в дальнейших исследованиях уделяется системам ортогональных многочленов. 
Здесь можно назвать имена Е.Лагерра, Ш.Эрмита, И. Грама,  Н.Я.Сонина и других. 
Значительное развитие теория разложения функций в ряды по системам ортогональных 
функций,  возникающих при решении краевых задач математической физики, получает в 
работах В.А.Стеклова. Для дальнейшего развития теории большое значение имело, 
идущее от метода наименьших квадратов Гаусса и исследований П.Л.Чебышева, 
установление связи между теорией разложения функций в ряды ортогональных функций и 
задачей наилучшего квадратичного приближения функций. 

Другим важным фактором для создания общей аналитической теории собственных 
значений оказалась обнаруженная глубокая аналогия между рассматриваемыми 
вопросами теории краевых задач математической физики с алгебраической задачей 
приведения квадратичной формы к главным осям.  На частном примере эта аналогия была 
рассмотрена в 1894 году А.Пуанкаре. 
      Новые плодотворные идеи в теории собственных значений 
и собственных функций математической физики возникли в связи с развитием теории 
линейных интегральных уравнений  в конце XIX века. Особенно значительные результаты 
в теории линейных интегральных уравнений были получены И.Фредгольмом, который 
руководствовался аналогией линейного интегрального уравнения с системой  линейных 
алгебраических уравнений. 
      Новый этап в развитии теории собственных значений связан  с именем 
Д.Гильберта. Его фундаментальные исследования  по  общей теории линейных 
интегральных уравнений /1904-1910 гг./ привели к введению одного из основных 
математических  понятий  XX века - гильбертова пространства. Соединение 
геометрических идей и образов с абстрактными понятиями теории множеств на базе 
актуальных аналитических теорий оказалось чрезвычайно плодотворным, определившим 
лицо нового раздела математики - функционального анализа, относящегося  к лучшим 
достижениям математики XX века. 
       Классическая теория  собственных значений краевых задач  для 
дифференциальных  уравнений /задача Штурма-Лиувилля/  допускала в качестве  
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коэффициентов дифференциальных выражений только непрерывные функции на 
конечном замкнутом отрезке /регулярный  случай/. Теория симметрических линейных  
интегральных уравнений /теория Гильберта-Шмидта/ открывала пути для значительного 
расширения теории собственных  значений и  собственных функций для новых классов 
дифференциальных уравнений и краевых задач. Под влиянием идей Гильберта было 
выполнено  большое число исследований, относящихся к задаче  о разложении по 
собственным функциям дифференциальных уравнений второго и высших порядков, в 
частности,  работы  Э.Шмидта, А.Миллера, Б.Л.Буницкого, А.Кнезера, М.Планшереля, 
Я.Тамаркина, Э.Хильба и других. 

Развитая Д.Гильбертом спектральная теория симметричных  ограниченных и 
частных случаев неограниченных билинейных форм позволила  сделать новый 
значительный шаг в исследовании дифференциальных  операторов. В работах Г.Вейля 
1908-1910 гг. впервые рассматривается теория разложения по собственным функциям 
дифференциальных операторов второго порядка для сингулярных  случаев. Этими 
работами Г.Вейля положено начало общей  спектральной  теории обыкновенных 
сингулярных дифференциальных  операторов. 

В работах Д.Гильберта и его последователей, в частности  и  Г.Вейля, используется 
в основном классический математический  аппарат. Одновременно начинает развиваться 
теория гильбертова  пространства в абстрактной форме. Для формирования общего 
функционального анализа большое значение  имело  развитие  теории конкретных 
гильбертовых пространств - пространства последовательностей и пространства функций с  
интегрируемым  квадратом. В течение двух десятилетий /1910-1930 гг./ теория линейных 
операторов в гильбертовом  пространстве  принимает вполне современную форму. 
Центральное  место в этой теории занимает спектральная теория. Аксиоматическое 
изложение теории линейных операторов в гильбертовом  пространстве было дано почти 
одновременно в работах Дж.фон Неймана /1929г./, М.Стоуна /1929г./ и в книге /1932г./ 
Ф.Рисса /1930г./. Более поздние изложения  теории линейных операторов в гильбертовом 
пространстве наряду с методическими усовершенствованиями включали результаты 
новых исследований. Достаточно полную картину современного состояния  теории 
линейных операторов в гильбертовом пространстве могут дать книги Н. И. Ахиезера   и  
И. М. Глазмана "Теория линейных операторов в гильбертовом пространстве"/9/, Н. 
Данфорда и Дж.Т.Шварца "Линейные операторы,  /73/ А.И.Плеснера "Спектральная 
теория линейных операторов" /196/, Ф.Рисса и Б. Секефальви-Надя "Лекции по 
функциональному  анализу" /226/, К.Морена  "Методы гильбертова  пространства" /172/. 

К середине 1920гг. результаты,  полученные в теории гильбертова пространства, 
особенно в  спектральной теории линейных операторов, оказались настолько полными и 
совершенными, что новая математическая теория смогла успешно ответить на запросы 
бурно развивавшейся в первой четверти XX века физической квантовой теории. 
Математической основой "матричной механики"  В.Гейзенберга и  "волновой механики” 
Э.Шредингера стала спектральная теория линейных операторов в гильбертовом 
пространстве. Применение спектральной теории линейных операторов в квантовой 
физике дало новые стимулы для дальнейшего развития спектральной теории. Факты, 
найденные в абстрактной теории, получили реальный физический смысл. На единой 
математической основе удалось построить первую замкнутую систему квантовой  теории, 
успешно объяснявшую различные факты квантовой физики. В построении 
математического аппарата квантовой механики активное участие приняли физики 
В.Гейзенберг, М.Борн, П.Йордан, П.Дирак, Э.Шредингер и другие. 

В связи с задачами квантовой механики в 1920-30 гг. появилось значительное 
число работ по спектральной теории дифференциальных операторов. В целях 
математического обоснования квантовой механики потребовалось разработка новых 
разделов спектральной теории линейных операторов, в частности, построение 
спектральной теории неограниченных самосопряженных операторов, теории расширения 
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операторов и теоремы разложения. Обстоятельное изложение математического аппарата 
квантовой механики было дано в 1932г. Дж.фон Нейманом в книге  "Математические 
основы квантовой механики"/185/. Наряду с развитием общей спектральной теории 
линейных операторов и ее применением к изучению конкретных операторов в 
последующие годы значительное внимание уделяется исследованию сингулярных 
дифференциальных операторов. 

Методы общей спектральной теории линейных операторов в гильбертовом 
пространстве часто оказывались недостаточно гибкими в некоторых вопросах теории 
сингулярных дифференциальных операторов. Например, для изучения свойств спектра 
дифференциальных операторов в зависимости от поведения коэффициентов операторов 
прямое применение аналитических методов оказывалось более эффективным. В 
монографии Э.Ч.Титчмарша  "Разложения по собственным функциям, связанные с 
дифференциальными уравнениями второго порядка" /267/, вышедшей в 1946г., 
спектральная теория дифференциальных операторов излагается без формального 
привлечения общей теории линейных операторов в гильбертовом пространстве. 
      В развитии спектральной теории сингулярных дифференциальных операторов 
большое значение имеют работы  М.Г.Крейна  по теории расширений симметрических 
операторов и методу направляющих функционалов. С помощью последнего метода 
М.Г.Крейном была доказана и теорема разложения по собственным функциям для 
обыкновенных самосопряженных дифференциальных операторов. Метод направляющих 
функционалов М.Г.Крейна служит в известной степени соединительным звеном между 
общей теорией линейных операторов и теорией разложения по собственным функциям 
дифференциальных операторов. Другое доказательство теоремы разложения для 
обыкновенных дифференциальных операторов было дано в 1949-50 гг. в работах 
К.Кодаиры. Позднее новые доказательства теоремы разложения получили Б.М.Левитан, 
К.Иосида и Н.Левинсон. 

Появление монографий Э.Ч.Титчмарша, Б.М.Левитана /1950г./ /132/ и 
М.А.Наймарка /1954 г./ /177/ выражает переход к новому этапу в развитии спектральной 
теории дифференциальных операторов, как самостоятельного раздела функционального 
анализа со своими задачами и методами. В указанной книге М.А.Наймарка теория 
дифференциальных операторов изложена для операторов произвольного порядка. 

Центральной проблемой спектральной теории дифференциальных операторов, как 
говорилось выше, является теорема о разложении по собственным функциям. 
Значительное число работ связано с изучением этой проблемы. Кроме доказательства 
основной теоремы разложения естественно возникает вопрос об единственности 
разложения или единственности так называемой спектральной функции. 
      Другой важной проблемой спектральной теории дифференциальных операторов 
является проблема расширения операторов. 
      Большое число исследований посвящено изучению асимптотических свойств 
собственных значений,  спектра и собственных функций. К основным задачам 
спектральной теории относится определение индекса дефекта дифференциального 
оператора в зависимости от поведения коэффициентов дифференциального выражения. 
Важнейшей задачей  спектральной теории дифференциальных операторов является 
характеристика спектра оператора также в зависимости от поведения коэффициентов 
дифференциального выражения,  порождающего оператор. Полученные в этом 
направлении результаты дают весьма неполное представление о природе спектра. 
Изучены отдельные классы операторов с дискретным спектром, получены некоторые  
сведения о расположении непрерывной части спектра. Успешно разрабатываются прямые 
методы качественного спектрального анализа сингулярных дифференциальных 
операторов. Обзору полученных этими методами результатов посвящена монография      
И. М. Глазмана /66/. К сравнительно мало изученным может быть отнесена спектральная 
теория дифференциальных операторов высших порядков. Полное решение обратной 
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задачи спектрального анализа, состоящей в определении обыкновенного 
дифференциального оператора по спектральной функции, дано в работах И.М.Гельфанда, 
Б.М.Левитана, М. Г. Крейна, В.А.Марченко. Большой круг задач поставлен в связи с 
проблемой построения спектральной теории несамосопряженных дифференциальных 
операторов. Новое направление спектральная теория дифференциальных операторов 
получает при переходе в пространства обобщенных функций. Математический 
анализ физических проблем продолжает служить благотворным 
источником развития спектральной теории дифференциальных операторов. 

Наряду с существующими книгами по аксиоматической теории линейных 
операторов в гильбертовом пространстве и по спектральной теории дифференциальных 
операторов представляется полезным и даже необходимым создание работы, в которой 
было бы представлено происхождение и развитие спектральной теории 
дифференциальных операторов. 
      Вдохновляющим примером для автора служат исторические замечания в книгах 
Н.Бурбаки, заключение в книге К.Морена  "Методы гильбертова пространства",  
добавления в монографии Н. Данфорда и Дж. Т. Шварца, в книгах Б.М.Левитана. 
      Признавая несовершенства данного изложения, автор будет считать свою цель 
достигнутой,  если поможет читателю понять возникновение идей и методов 
спектральной теории дифференциальных операторов в гильбертовом пространстве 
или направит его к первоисточнику и тем самым будет способствовать успеху в его 
собственных исследованиях. 

Автор выражает искреннюю благодарность профессору Б. М. Левитану, 
ознакомившемуся с первоначальной рукописью книги и сделавшему ряд полезных 
замечаний, редактору книги профессору С. П. Гулько, В. Р. Лазареву и студентам ММФ, 
участвовавшим в техническом оформлении книги, декану ММФ ТГУ В. Н. Берцуну за 
содействие изданию. 
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ГЛАВА 1 
 

КЛАССИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА О РАЗЛОЖЕНИИ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ФУНКЦИИ 
В РЯД ПО СОБСТВЕННЫМ ФУНКЦИЯМ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ. 

 
§ 1. Задача о колебании струн. 

 
     Первые стимулы к возникновению теории собственных значений и собственных 
функций были вызваны задачами механики, наиболее развитой областью математического 
естествознания в ХУШ веке. Прежде всего, это задача о колебании струны, изучение 
которой положило начало теории краевых задач математической физики. Позднее и 
другие задачи теории колебаний оказали влияние на формирование теории собственных 
значений и собственных функций. 
     История задачи о колебании струны неоднократно освещалась в литературе по 
истории математики /35, 60/в связи с развитием общих понятий математического анализа, 
таких как функция, сходимость рядов и т.п., или теории тригонометрических рядов. 
Физическая сторона задачи привлекала внимание историков механики и физики. 
     Задачей о колебании струны еще в XVII в. занимались Г.Галилей, Я. Бекман, М. 
Мерсенн. 
     Математическая формулировка задачи о колебании струны связывается с именем 
Брука Тейлора, который в 1713-15 гг. установил закон движения струны, выражающий 
зависимость между ускорением точки струны и радиусом кривизны. Задача была сведена 
к двум дифференциальным уравнениям второго порядка с постоянными коэффициентами. 
Рассматривая колебание страны в целом он получил только главное колебание, считая, 
что всякое движение колеблющейся струны переходит в указанное им главное колебание, 
Полученный Б.Тейлором результат состоял в том, что в любой момент времени струна 
имеет форму дуги синусоиды. Б.Тейлор упустил другие колебания, кроме главного, хотя 
его теоретические рассуждения приводили к возможности их существования. 
     Одновременно с Б.Тейлором интерес к задаче о струне проявил И.Бернулли, 
оспаривая приоритет у Б.Тейлора. И.Бернулли останавливается на этой задаче в письме к 
своему сыну Даниилу Бернулли в 1727г. и несколько позднее в специальной статье. 
Результаты И.Бернулли аналогичны результатам Б.Тейлора. Другими способами те же 
результаты были получены Я.Германом в 1716г. и Д.Бернулли в 1728г. 
     Несколько позднее в работах 1732г. и 1739г. Д.Бернулли, изучая колебания 
свободно висящей нити, подходит к мысли о возможности существования других 
колебаний, кроме главного. Окончательную формулировку эти мысли получают в работе 
Д.Бернулли в 1753г. 
    К задаче о струне неоднократно обращается Леонард Эйлер. 
В 1734г. он выделяет также только основной тон. В работе 1744г. при изучении колебаний 
пластинки с закрепленным концом Л.Эйлер обнаруживает и другие колебания, кроме 
главного. 
     В 1747г. Ж.Даламбер записывает дифференциальное уравнение колебаний струны 
в виде 

2

2

t
y


 = 2

2

x
y


  

и получает известное решение как сумму двух произвольных функций. Для одного 
частного случая он довел решение до конца. 
 В следующем году Л.Эйлер показывает, что для полного решения задачи о 
колебаниях струны нужно задавать граничные и начальные значения. В работе 1762г. 
Л.Эйлер преобразует уравнение колебаний струны к виду  
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Таким образом, Л.Эйлер развил метод Даламбера, придав ему завершенный вид, и 
выяснил его физический смысл. Он обнаружил, что решение Даламбера представляет 
собой наложение двух распространяющихся в разные стороны волн. Эти исследования 
Даламбера и Эйлера положили начало известной продолжительной дискуссии о природе 
функции и важнейших понятий математического анализа. 

К работам Л.Эйлера о колебаниях струны примыкают его исследования о 
распространении звука. Для одного частного случая Эйлер в статье 1748г. получил 
решение задачи о колебании струны в виде тригонометрического ряда. Однако он 
сомневался в общности такого решения и в возможности представления любой функции в 
виде суммы периодических функций. 

Принципиально иным был подход к решению задач колебания струн у Д.Бернулли. 
В статье 1753г./12/ он высказывает и развивает новые важные положения общего 
характера о колебательных процессах. В основе его выводов лежат физические 
соображения о существовании основного тона и обертонов у    звучащей струны. На 
основании исследований Б.Тейлора и Д.Бернулли каждому тону соответствует колебание 
вида 

 
l
xntAn
sin  

где   n  - натуральное число, t  – время. Отсюда Д.Бернулли 
заключил, что форма колеблющейся струны образуется наложением этих колебаний, то 
есть представляется в виде ряда 

 
n

n l
xntA sin . 

Использованный И.Бернулли принцип наложения колебаний или принцип суперпозиции 
частных решений дифференциального уравнения колебания струны и других 
механических систем поднимал ряд вопросов математического обоснования этого приема. 
Д.Бернулли видел истинность употребляемых методов в физической природе 
колебательных процессов. Д.Бернулли придавал большое значение общности своего 
метода. В частности, он считал, что тригонометрический ряд позволяет дать 
представление любой функции, график которой может быть формой струны. Д.Бернулли 
удалось получить и общие формулы для коэффициентов такого разложения. Вопрос о 
сходимости получающихся рядов оправдывался  также природой задачи. 
     Метод Д.Бернулли развился в метод разделения переменных для решения задач 
математической физики, приводящих к дифференциальным уравнениям в частных 
производных. Д.Бернулли впервые получил систему собственных функций краевой задачи 
для дифференциального  уравнения второго порядка и поставил проблему о разложении  
произвольной функции в ряд по функциям  этой системы. 

В теории колебаний в течение ХУШ века последовательно развивалась 
плодотворная идея перехода от континуального тела к конечной системе материальных 
точек. Развитие этой идеи можно проследить от Б.Тейлора до Ж.Лагранжа. И.Бернулли в 
1727г. использовал этот прием для решения задачи о тяжелой цепи. Позднее его 
систематически стал применять Д.Бернулли при решении конкретных задач теории 
колебаний. Пользовался этим переходом и Л.Эйлер. 

В работе 1753г. Д.Бернулли заменяет струну нитью, нагруженной системой n 
материальных точек, равномерно распределенных по длине нити. Для такой системы он 
получает решение в виде 

y=


n

k
k T

tk
l
xka

1

2cossin  , 

а при n →  решение задачи о колебании 
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     Заметим, что в исследованиях по теории колебаний в ХVШ веке, начиная с 
Б.Тейлора, рассматривались малые колебания, приводящие  к линейным 
дифференциальным уравнениям.  Применявшаяся механиками ХУШ века идея перехода к 
системе материальных точек оказала в дальнейшем существенное  влияние на 
формирование представлений  о многомерных и бесконечномерных пространствах. 
     Задачам о малых колебаниях различных тел ряд публикаций 
посвятил Жозеф Луи Лагранж. В статьях, начиная  с 1759г., Лагранж рассматривал 
различные задачи теории малых колебаний. Отметим из них первую работу 
"Исследования о природе распространения звука" 1759г. и последующие статьи "Новые 
исследования о природе распространения звука" 1760-1761гг., "Решение различных 
проблем интегрального исчисления” 1762-1765гг. Обобщающее изложение результатов 
своих исследований дано Лагранжем в его главном труде "Аналитическая механика" в 
1788г. /2-е издание 1811г./125//. 
     Шестой раздел книги Лагранжа содержит теорию малых колебаний любой системы 
тел. Рассматривая общее решение проблемы о малых колебаниях  системы тел около 
положения равновесия, Лагранж показывает, что задача сводится к линейным 
дифференциальным уравнениям с постоянными коэффициентами. После ряда 
преобразований и допущений Лагранж приходит к интегрированию уравнения 

02

2

 
 k

dt
d , 

в котором для коэффициента k  может быть получено определенное число различных 
значений, соответствующее числу дифференциальных уравнений системы. Для каждого 
значения k решение записывается в виде: 

   ktE sin  
где ,E  - произвольные постоянные, а общее решение уравнения получается в виде 
суммы этих частных решений 

      ,sinsinsin   ktEktEktE  
значения постоянных  ,,,,,, ''''''''''' EEE  определяются начальным состоянием 
системы. Относительно возможных значений коэффициента k Лагранж из физических 
соображений требовал их вещественности, положительности и неравенства между собой. 
Вопрос о правомерности этих допущений Лагранжа был предметом исследований ряда 
ученых и достаточно полно освещен в литературе. Назовем здесь только имена К. 
Вейерштрасса, И. И. Сомова, Г.Дарбу, Э. Рауса, А.Пуанкаре, трудами которых была 
достигнута полная  ясность в указанном вопросе. 
     Переходя к изучению колебаний струны, Лагранж рассматривает сначала задачу о 
малых колебаниях нити, нагруженной системой грузов, равномерно распределенных по 
длине нити и закрепленной в обоих концах или только в одном из них. Эту задачу 
Лагранж приводит к системе дифференциальных уравнений второго порядка вида  
 

 112

2

2   kkk
k yyyl

dt
yd

, 

 
где  k =1,2,..., n , а l  - некоторая положительная постоянная с начальными условиями 

0i t
y


0

, .i
i i

t

dy
Y V

dt


   

Решение получается в виде конечной суммы 
       



 10 

  
 





















n

i

n

j
ik n

ilt
n
ik

n
ijY

n
y

1 1 12
sin2cos

1
sin

1
sin

1
2   

 

 
 

 
 
 
























n

i

n

j
j

n
i

n
ilt

n
ik

n
ijV

n 1 1

12
sin

12
sin2sin

1
sin

1
sin

12
1




 . 

 
Колеблющуюся струну Лагранж рассматривает как предельный случай  нагруженной 
нити, когда n  стремится к бесконечности, а промежутки между телами становятся 
бесконечно малыми. После ряда преобразований решение принимает вид 
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Сравнивая полученный результат с формулой Д.Бернулли, Лагранж отмечает, что у 

Д.Бернулли 
 

A  равны нулю, а  
 

A  постоянные, зависящие от начального вида струны. 
Лагранж дополняет рассуждения Д.Бернулли о гармонических тонах звучащей струны и 
показывает сложность этого анализа в зависимости от начальных и граничных условий. 
Одновременно он отмечает трудности при объяснении этого явления. 
В "Аналитической механике" /отд.6,48/ Лагранж замечает, что "хотя формулы п. 46 дают 
точно движение струны по истечении времени t, тем не менее бесконечные ряды, 
входящие в эти формулы не дают возможности составить ясное и наглядное 
представление об этом движении". Лагранж считает представление колебания струны и 
начальной фигуры струны в виде бесконечного ряда только гипотетическим и использует 
конечное число членов ряда для приближенного изображения колебания. 
     Лагранж понимал трудности, связанные с предельным  переходом от конечного к 
бесконечному и в дальнейших  работах приводил другие решения уравнения колебания 
струны и вносил уточнения в обоснования возможности предельного перехода и 
представления решения в виде тригонометрического ряда. Требования Лагранжа состояли 
в  бесконечной дифференцируемости начальной функции. Лагранж в своих исследованиях 
близко подошел  к получению формул для нахождения коэффициентов 
тригонометрического ряда. Механические образы ограничивали его в расширении 
понятия функции. Недооценка математиками ХVШ века  представления функций 
тригонометрическим рядом выразилась и в том, что формулы для нахождения 
коэффициентов разложения функций в тригонометрические ряды не были осмыслены во 
всей их общности, хотя были неоднократно получены при решении конкретных задач 
механики и астрономии Даламбером, А.Клеро, Л.Эйлером. 
 

§ 2. Введение новых систем функций и алгебраические корни теории собственных 
значений. 

 
В работах математиков ХVШ века наряду с тригонометрической системой при 

решении различных задач появляются и другие системы функций. 
    Д.Бернулли при решении одной задачи о колебании висящей 
нити получил ряд 

3 4 5

2 3 4 51
4 4 9 4 9 16 4 9 16 25

x xx x x x etc
n n n n n

     
     

, 
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представляющий собой функцию Бесселя нулевого индекса от аргумента  .2
n
x  Позднее 

для этой задачи было получено дифференциальное уравнение и его решение в виде ряда. 
В 1764г. Л.Эйлер при решении задач о колебаниях мембран  получил уравнение 

2 2 2

2 2 2

1 0,d u du u
dr r dr l r

  
    

 
 

 
Где l,, - постоянные,  причем l - характеризует упругие свойства мембраны. Решение 
этого уравнения было получено в виде ряда 

    
2 2 4 4

2 41 ,
2 1 2 4 1 3

r ru r
n l n n l

   
         

  

                          
где n = 2 1 . Это функция Бесселя с индексом , который может быть 0,1,2,..., от 

аргумента 
l
r . В названной работе Эйлер указал полную систему собственных колебаний 

для прямоугольной и круглой мембран. 
     В 1770г. Лагранж при решении задачи о движении планет получил ряды, в которых 
встречались функции Бесселя    nJ n . 
целочисленного индекса. Подробное изучение функций, получивших его имя, было 
проведено Бесселем в 1824г. 

В исследованиях о притяжении однородных сфероидов и о фигуре планет 
А.М.Лежандр применял многочлены, впоследствии названные его именем. Им были 
доказаны некоторые важные свойства этих многочленов, в частности, ортогональность и 
норма по современной терминологии. Развитие теории многочленов Лежандра и их 
применения были продолжены Лапласом. Лежандром и Лапласом разработана также  
теория сферических функций. У Лапласа при решении конкретных задач о притяжении 
тел встречаются и разложения в ряд по сферическим функциям. 
     В некоторых исследованиях того же периода встречаются системы функций вида  

,xi ne   где n  образуют последовательность чисел, не кратных одному числу. 
     В конце ХVШ века Парсевалем при умножении двух специальных степенных 
рядов была установлена формула, выражающая связь между суммой произведений 
коэффициентов этих рядов и интегралом от произведения функций, заданных рядами. 
Аналогичная зависимость в теории рядов Фурье, а затем и в теории других систем 
ортогональных функций, получила название равенства Парсеваля. 

В связи с линейными преобразованиями  систем  линейных  дифференциальных 
уравнений с постоянными коэффициентами у Лагранжа впервые  встречается  понятие 
собственных  значений  линейной  подстановки /183/ . К этому понятию при изучении 
задачи о "вековых" неравенствах  в движении планет приходили Лагранж и Лаплас.  

Неявно понятие собственных значений линейной подстановки встречается и в 
некоторых других работах ХVШ века. В частности при нахождении главных осей 
конических сечений и главных осей инерции твердого тела Л.Эйлером. 

Непосредственные алгебраические  корни спектральной теории легко 
усматриваются в теории собственных значений линейных преобразований, в теории 
матриц и квадратичных форм.  Эти теории в современном виде возникли в конце ХVШ 
века и были развиты в XIX веке. 

Более глубокие корни этих теорий обнаруживаются в глубокой древности, на 
самых ранних этапах формирования математики. 
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Понятия ортогональности, введение прямого угла и квадратов расстояний 
связываются  с теоремой Пифагора.  От теории конических сечений известен шаг к 
аналитической геометрии ферма и Декарта.  В аналитической геометрии выявляется 
алгебраическая теория квадратичных форм и освобождение  ее  от  геометрической 
оболочки. В ХVШ веке в связи с задачами аналитической геометрии ставится проблема 
сведения квадратичной формы к сумме квадратов и нахождения ”осей”.  Лагранж при 
изучении экстремума функций многих переменных в 1759г.  решает вопрос о приведении 
квадратичной формы произвольного числа переменных к сумме квадратов.  Л.Эйлер 
занимался вопросом о приведении квадрики к осям, допустив, что собственные значения 
будут действительными. В 1770г.  Эйлер поставил общую проблему ортогональных 
преобразований для любого числа n (для n =3 и n = 4 он дал соответствующие формулы). 

В 1826г. О.Коши /112/ показал, что многие из рассматриваемых задач, связанных с 
собственными значениями линейных подстановок и квадратичных форм, имеют 
отношение к теории симметрических матриц. Им доказана инвариантность собственных 
значений этих матриц относительно преобразований подобия и вещественность их для 
матриц третьего порядка, а через несколько лет доказательства были расширены для 
любых симметрических матриц. 

 
§ 3. Открытие Фурье. 

 
Отчетливая формулировка и систематическое изложение метода разделения 

переменных для решения задач математической физики связаны с именем Фурье. В 1807г. 
Фурье представил в Парижскую Академию наук  мемуары,  оставшийся неизданным, в 
котором он указал новый метод решения линейных  дифференциальных  уравнений в 
частных производных с краевыми и начальными условиями. Как известно, этот метод, 
получивший название метода Фурье (или метода разделения переменных, или метода 
собственных функций) состоит в следующем (в формулировке для двух переменных - 
"пространственной" x  и "временной" t ): 

1. Нахождение частного решения данного дифференциального уравнения в 
частных производных в виде произведения функции времени t на функцию координаты x. 
каждая из этих функций при этом удовлетворяет обыкновенному дифференциальному 
уравнению, содержащему произвольный параметр  . 

2.  Нахождение значений параметра   ,  получивших название характеристических 
чисел (позднее собственных   значений), а  затем соответствующих этим значениям 
функций  координаты x  (фундаментальных или собственных функций). 

3.  На  основе принципа суперпозиции составляют сумму произведений  найденных 
частных решений на произвольные постоянные,  значения которых подбирается так, 
чтобы сумма удовлетворяла начальным условиям задачи.  Сформулированный  метод 
Фурье приводит к новым основным проблемам спектральной теории: 

1)  Существование собственных значений обыкновенного линейного 
дифференциального уравнения. Нахождение и изучение собственных значений и 
соответствующих собственных функций. 

2) Разложение произвольной функции в ряд по собственным функциям данной 
краевой задачи. 

Фурье решает отдельные частные задачи. Блестящее применение своего метода 
Фурье дает в 1822 году в знаменитом сочинении «Аналитическая теория тепла» 
(284),содержащем все ранее полученные результаты. 

Решение уравнения теплопроводности, 
2

2

u u
t x

 


 
 

при различных краевых и начальных условиях приводит к тригонометрической системе 
функций  
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 ,sin,cos,,2sin,2cos,sin,cos,1 nxnxxxxx  
 

и к задаче о разложении произвольной функции f(x) в ряд по этим функциям     
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0 sincos
n

nn nxbnxaaxf  

 
 
Для тригонометрической системы доказывается ортогональность функций  на отрезке 
 2,0   или,    ,    т. е. равенства                           

   
  2

0

2

0

2

0
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Для коэффициентов ряда Фурье указывает формулы  
 

       .,2,1,sin1,cos1,
2
1 2
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0
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Возникающая  на основе этой работы Фурье теория  тригонометрических  рядов  в 

частности теория рядов Фурье, получает самостоятельное развитие.  История развития 
теории тригонометрических рядов освещена в ряде работ, среди которых можно указать 
книгу А. Паплаускаса /189/, обзоры Буркгарда /37/,  Прингсгейма /200/, Э. Хильба, статьи 
Модина /169/ и другие. 

Основные результаты Фурье состоят в том, что он показал возможность 
представления единым аналитическим выражением в виде тригонометрического ряда 
широкого класса функций. Понятие функции после открытия Фурье приобретает новое 
содержание,  включив в себя функции, задаваемые на различных участках различными 
аналитическими формулами в прежнем смысле. Фурье дал способ получения 
коэффициентов разложения функций в тригонометрические ряды, и правильно поставил 
проблему сходимости тригонометрических рядов. Первоначальный метод Фурье для 
определения коэффициентов разложения был первым примером решения системы 
алгебраических уравнений с бесконечным числом неизвестных. 

Рассматривая общую теорему о сходимости тригонометрических рядов, Фурье 
получил выражение для частных сумм, отметил стремление коэффициентов 
тригонометрического ряда к нулю при n . Наконец, Фурье для функций, заданных на 
всей вещественной оси, получил интегральное представление в виде двойного интеграла 

     
0

1 cosf x f d x d    


 



   , 

полученного как предельный случай от представления функций, заданных на конечном 
промежутке, в виде тригонометрического ряда.         

Оставляя в стороне вопрос о значении открытия Фурье для развития понятия 
функции и основополагающее значение его для теории тригонометрических рядов, 
отметим его решающее влияние на развитие общей проблемы разложения функций в ряды 
или представления функций в виде интеграла. На частном случае тригонометрической 
системы Фурье разрабатывает отдельные стороны общей проблемы разложения функций 
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в ряды по системам собственных функций, возникающих при решении краевых задач 
математической физики. 

Известные интегральные формулы для коэффициентов в ряд по косинусам 
обнаруживаются уже у Даламбера. При разложении функции в ряд 

  





1

0 cos
2
1

n
n nxAAxf  

Даламбер, производя почленное интегрирование, получает формулу для                                    

 


 0
0

1
2
1 dxxfA  

с указанием на то, что для всех целых значений 

 


0

0cos nxdx  

Общую формулу 

 


 0

cos1 nxdxxfAn , 

впервые получил А.Клеро предельным переходом из интерполяционных формул. 
Л.Эйлер при вычислении коэффициентов ссылается на соотношения 
























0

0,

0,
2

,0

coscos

nm

nm

nm

nxdxmx  

Аналогично коэффициенты для разложения по синусам были получены Фруллани. 
Представляя произвольную функцию  xf  в интервале   ,  как сумму четной 

функции 

     
2

xfxfx 
  

и нечетной 

     
2

xfxfx 
  

Фурье получает формулы для коэффициентов 

 






nxdxxfAn cos1 , 

 






nxdxxfBn sin1  

Эти же формулы Фурье получает прямым почленным интегрированием ряда после 
предварительного умножения ряда, соответственно, на nxcos  и nxsin . В то же время эти 
формулы можно обнаружить в работах Бесселя, Гаусса и других. В показательной форме 
формулы 

 










dxexfC ixn

n 2
1  

были получены Лапласом. 
В связи с изучением произведений функций заданных рядами Парсеваль, как было 

выше отмечено, получил важную формулу для суммы произведений коэффициентов 
разложения двух функций в степенные ряды 
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в виде 
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Обобщение этих результатов находим у Фруллани и Коши.  Последний записал формулу в 
виде: если 
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Для решения уравнений в частных производных Фурье применял преобразование 

   




 dxexfyF ixy , 

получившее название преобразования Фурье. 
Остановимся на получении Фурье упомянутой выше интегральной формулы. В 

"Аналитической теории тепла" /509/, недоказательным с современной точки зрения 
методом, Фурье получил так называемый двойной интеграл Фурье. Эта формула была 
получена Фурье формальным предельным переходом в формуле разложения функции 
 xf  с периодом 2  в ряд Фурье: 
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0 sincos
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nn
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 где 

 





 
dtnttfan cos1 ,                 
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sin1  

 

После подстановки этих значений коэффициентов в ряд заменой un



, u



1  и 

формального предельного перехода при   получается вышеуказанная формула 
двойного интеграла Фурье, которой можно придать вид 

      



0

sincos duxuubxuuaxf , 

где 

   




 utdttfua cos1


                  




 utdttfub sin1


 

Были получены формулы для четных и нечетных функций. Почти одновременно и 
независимо от Фурье эти формулы были получены  О.Коши /112/. Он указал также 
экспоненциальную форму интеграла Фурье 

   1
2

ixu iutf x e du f t e dt


 


 

    

 и двойственные соотношения между парами функций 

   



0

cos2 utdttfuFc 
 

и 
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0

cos2 xuduuFxf c
, 

 
т.е. формулы косинус-преобразования Фурье. (Аналогично и синус-преобразования 
Фурье). 

Используя экспоненциальную форму, формулы преобразований Фурье принимают 
вид 

   1
2

iutF u f t e dt






   

 

   




 dueuFxf ixu

2
1  

Не останавливаясь здесь на условиях существования преобразований Фурье, как и на 
различных обобщениях интеграла и преобразований Фурье, отметим только более 
позднюю теорию преобразований Планшереля для функций из пространства   ,2L  
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В этих формулах равенства верны почти для всех x . Для преобразования Фурье имеют 
место обобщенные формулы Парсеваля. Если  xF  и  xG преобразования Фурье, 
соответственно, функций  xf  и  xg , то формально легко получается формула 

        








 dttgtfdxxGxF  

и после замены  tg  на  tg  , а тогда  xG  заменится  xG  

        








 dttgtfdxxGxF  

При gf  , получим 

    








 dttfdxxF 22  

Эта формула, по-видимому, впервые встречается у Рэлея /328/. Изложение теории 
интегралов Фурье и их обобщений дано в ряде монографий. Отметим здесь известные 
книги, получившие широкое распространение, как Э.Титчмарша "Введение в теорию 
интегралов Фурье", С.Бохнера /25/, Н.Винера /47/. 
 

§ 4 Развитие исследований Фурье. 
 

Исследования Фурье привлекли к проблеме разложения функций в ряды многих 
его современников. Важные уточнения и улучшения теории дал С.Д.Пуассон. Для 
разложения произвольной функции в ряды Пуассон в работах 1820-23гг /202/ предлагает 
другой метод и успешно применяет его в нескольких частных случаях. В книге  
"Математическая теория тепла" в 1835г. Пуассон не только объединяет свои прежние 
исследования, но дает новое обоснование сходимости тригонометрических рядов. 

Пуассон рассматривает отдельно случаи разложения функций в ряды по синусам и 
по косинусам, а затем указывает общее разложение в виде 
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Исследования Пуассона в этом направлении были проанализированы А. Б. 
Паплаускасом /189/. 

В 1827г. О.Коши /112/ указал возможность применения теории вычетов к задаче о 
разложении функции в ряды. Идея Коши состояла в возможности представления 

произвольной функции в виде интегрального вычета функции  
 


F
x, , где  x,  

удовлетворяет рассматриваемому дифференциальному уравнению с постоянными 
коэффициентами при всех значениях  , а при значениях  , обращающих знаменатель 
 F  в нуль, также и краевым условиям задачи. 

По методу Коши получалось разложение в ряд по собственным функциям, но 
сходимость полученных рядов не была доказана. 

Одним из первых продолжил исследования Фурье Михаил Васильевич 
Остроградский. По возвращении из Парижа в 1828 году М.В.Остроградский на заседании 
Академии наук выступил с сообщением о своей работе по теории тепла. В 
опубликованных заметках /188/ формулируется метод Фурье в общей постановке проблем 
математической физики. Остроградский устанавливает ортогональность 
фундаментальных функций, соответствующих двум различным характеристическим 
числам. 

В одной краткой заметке содержится развернутая программа решения задачи 
теплопроводности, и ставиться ряд новых общих задач анализа. Здесь Остроградский дал 
формулу, известную под названием формулы Грина, связывающий данный 
дифференциальный оператор и его сопряженный. Грин позднее получил эту же формулу в 
частном случае для оператора Лапласа. 

Остроградский рассмотрел в общем виде краевую задачу на собственные значения 
и занимался изучением свойств системы собственных функций. М.В.Остроградский 
впервые поставил задачи на собственные значения в трехмерном пространстве в столь 
общем виде и развил метод Фурье. Он показал существование бесконечного множества 
собственных значений на конкретном случае задачи теплопроводности. Фурье в своем 
фундаментальном сочинении только упоминает о возможности разложения решения 
уравнения теплопроводности в ряд по собственным функциям, отличным от синусов и 
косинусов, ортогональность собственных функций в общем случае им не доказывалась. 

В.А.Стеклов в своей речи в г. Полтаве в 1901г. отметил заслугу 
М.В.Остроградского в этом отношении: "Метод Фурье во всей общности был впервые 
сформулирован Остроградским, а затем уже в 1829г. Ламе и Дюгамелем, и поставил ряд 
общих задач анализа, которые впервые попытался разрешить А.Пуанкаре в 1894 г., то есть 
спустя 70 лет". О.Коши в 1841г.  в своей работе вспомнил эту работу М.В.Остроградского,  
не касаясь общих разложений, о которых упоминает, но считает их сложными. Для 
разложения по тригонометрическим функциям М.В.Остроградский предвосхищает 
результаты Дирихле. 
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ГЛАВА 2 
ИССЛЕДОВАНИЯ Ж. ШТУРМА И Ж. ЛИУВИЛЛЯ И РЕГУЛЯРНАЯ 

ЗАДАЧА. 
 

§ 1. Фундаментальные исследования Ж. Штурма. 
 

В 1836г.  в первом томе нового математического журнала, основанного Ж. 
Лиувиллем, были опубликованы работы Ж. Штурма и последовавшие за ними статьи Ж. 
Лиувилля о линейных дифференциальных уравнениях,  встречающихся в математической 
физике и о разложении функций в ряды по решениям этих уравнений. 

Ж. Штурму принадлежат две большие статьи /314,315/ и появившаяся позднее 
статья, совместная с Ж. Лиувиллем /316/. Сообщение о своих исследованиях было 
зачитано Ж. Штурмом в Академии наук 28 сентября 1833г., а публикации появились 
почти через три года. 

В начале первой статьи Штурм отмечает, что большое число задач математической 
физики, относящихся к теории распространения тепла в телах и теории малых колебаний,  
приводит к дифференциальным уравнениям второго порядка. В то же время получить 
решение этих уравнений в явном виде удается только в частных случаях.  Поэтому знание 
некоторых свойств этих функций,  таких как их обращение в нуль, характер изменения,  
перемена знака, достижение экстремальных значений, представляет значительный 
интерес. Аналогия с тригонометрическими функциями, обнаруживаемая в общем случае,  
по мнению Штурма могла бы быть использована для получения численных значений 
искомых решений с достаточным приближением. 

Штурм рассматривает линейное дифференциальное уравнение второго порядка 

02
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в интервале,  x,X приводя его к виду 
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При заданных значениях V  и 
dx
dV  в некоторой точке решение данного уравнения 

определяется однозначно. Предполагается, что K  положительна, так как в противном 

случае функция V  может быть бесконечной. Далее Штурм показывает, что V  и 
dx
dV  

одновременно в нуль не обращаются, при этом  G  остается произвольной. 
Весь первый мемуар посвящен изучению свойств выше написанного уравнения. 

Для ознакомления с методом Штурма проследим за доказательством того, что V и 
dx
dV  не 

обращаются одновременно в нуль. 
Пусть V   другое решение уравнения (I) определяемое другими начальными 

значениями при  ax  . Умножая уравнение для V на V  , а уравнение для V   на   V, легко 
получаем 
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и замечая, что левая часть этого равенства есть производная выражения 
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dx
dVVK , после интегрирования имеем 

C
dx
VdV

dx
dVVK 






 

 , 

где C  - произвольная постоянная. 

Если   0aV , то можно так задать значения V   и 
dx
Vd 

 при ax   чтобы левая 

часть была отлична от нуля, а тогда 0C . Если же одновременно V  и 
dx
dV , а не 

произвольная постоянная,  в точке ax  обращаются в нуль, то всегда C = 0,Отсюда 
 следует, что    ^      меняет знак в точке, где она обращается в нуль» 

Штурм детально изучает изменение функции V  в зависимости от изменения 
(достаточно малого) коэффициентов уравнения GK , и произвольных постоянных  A и B   
значениями которых определяется данное частное решение уравнения. С этой целью 
Штурм считает AGK ,,  и B  функциями   параметра m . Обозначая ,K  V  и далее 
изменения соответствующих функций при изменении параметра m . Штурм получает ряд 
интересных формул, например, 

GdxV
dx
VdKVd

dx
dVKVd  2






 







  

Интегрируя, эти равенства по частям в различных интервалах получим 
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Kdx
dx
dVGdxVC

dx
dVKV

dx
dVVK 
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Kdx
dx
dVGdxVC

dx
dVKV

dx
dVVK 
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и далее 


































dx
dVK

V
dx
dVK

dx
dVKV

dx
dVVK 

2

 

и 



























V
dx
dVK

V
dx
dVKV

dx
dVVK  2  

Полученные равенства позволяют Штурму высказать ряд предложений о поведении 
функций KG,  и V . Дальнейший анализ полученных соотношений приводит Штурма к 
формулировке условий, когда при возрастании параметра  m  нули функции  mxV ,  
уменьшаются, то есть сдвигаются влево. 

Изложение Штурма сопровождается геометрическими иллюстрациями с помощью 
семейства кривых   0, mxV . Продолжая анализ, Штурм устанавливает, что число 
изменений знака функции  mxV ,  может только увеличиваться при возрастании 
параметра m . Результаты исследований Штурм формулирует в теоремах для двух 
уравнений 
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0,d dVK G V
dx dx

     
 

 

0





 

 VG
dx
VdK

dx
d  

на отрезке  x,X  в предположениях о коэффициентах уравнений KKGG  ,  и 
некоторых условий на концах. Эти теоремы утверждают, что число нулей и изменений 
знака функции V   не меньше, чем для функции V  , причем значения x , при которых 
 xV   обращается в нуль, будут больше, чем соответствующие нули функции V  . Как 

следствие этих теорем Штурм доказывает, что между двумя нулями функции V   всегда 
содержится по крайней мере один нуль функции V  . Этот результат сразу приводит к 
теореме о чередовании нулей решений рассматриваемых уравнений, если число нулей 
функции V   на единицу больше числа нулей функции V  . Штурм дает несколько 
доказательств некоторых теорем, детально обсуждая различные варианты и подвергая 
каждое свойство всестороннему анализу. Например, только что доказанное свойство 
существования нуля функции V   между двумя последовательными нулями функции V    
сразу дополняется замечанием, что между двумя последовательными нулями функции 
V  не может быть больше   нулей функции V  , где   - разность между числами нулей 
функций V   и V    во всем интервале. 

Подробному изучению подвергается отношение 

V
dx
dVK

 

и затем 
 

V

HV
dx
dVK 

, 

 
где H  постоянная или убывающая функция m  при возрастании параметра m . 
Устанавливается, что второе отношение на правом конце Xx   при возрастании m  
убывает от   до   между последовательными значениями m  при которых V  
обращается в нуль. 

Изучение уравнений 0 hV
dx
dVK  и 0 HV

dx
dVK  соответственно, на концах x  

и   X  приводит к тому, что значения m , удовлетворяющие одновременно этим двум 
условиям, возрастают при принятых предположениях о .,, HhK  

В дальнейшем Штурм снимает сделанные допущения относительно H  и 
рассматривает H  как произвольную функцию m . Аналогичные предложения 

доказываются для выражения V
dx
dVK   при некоторых предположениях на концах 

интервала. 
Далее рассматриваются условия, при которых решение V  основного уравнения 

принимает максимальные и минимальные значения. Теорема о чередовании нулей 

переносится на функции V  и V
dx
dVK  . 

Для применения развитой теории   дифференциальное уравнение 

02

2

 NU
dx
dUM

dx
UdL  
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заменой U V  приводится к виду 

0







VG

dx
dVK

dx
d  

Дальнейшим преобразованием функции или независимого переменного уравнение 
приводятся к виду 

02

2

GV
dx

Vd  

В таком виде и изучает Штурм подобные уравнения. Предполагается, что G  
положительна для всех x  возрастающих   от a  до b . 

Принимая 'G  постоянной, равной или меньшей достаточно малого числа G и 
GG '' , рассматриваются уравнения: 

02

2




VG
dx

Vd , 

02

2




VG
dx

Vd  

Решения этих уравнений записываются в виде 
 cGxCV  sin , 

 cGxCV  '''''' sin  
Для этих решений указывается число нулей и сравнивается с числом нулей для функции 
V  (решение уравнения с коэффициентом G ). Здесь же отмечается зависимость числа 
нулей от длины интервала  ba, ). Штурм рассмотрел способ приближенного нахождения 
нулей функции V. 
 Штурм отмечает случай,  когда интервал становится бесконечным  b . В этом 
случае V обращается в нуль бесконечное число раз. 

В качестве примера Штурм приводит уравнение 

01
2

2
2







  U

x
nr

dx
dU

xdx
Ud , 

то есть уравнение Бесселя, и указывает, что Пуассон дал интегральное выражение 
функции .U  

Штурм замечает, что коэффициенты уравнения могут содержать также параметр r , 
причем в задачах физики обычно параметр в первой или во второй степени входит в 
коэффициент при .U  

Штурм заканчивает свое исследование о нулях функций, определяемых 
уравнениями второго порядка сравнением значений функций V   и V  при условии, что 
эти функции не меняют знака в рассматриваемой интервале, и указанием возможности 
получения приближенных значений функций, определяемых дифференциальным 
уравнением. 

В заключение Штурм отмечает аналогию рассмотренной теории для 
дифференциальных уравнений 

02

2

 NV
dx
dVM

dx
VdL  

с теорией, ранее развитой им, для уравнения в конечных разностях второго порядка 
011   iii NuMuLu  

и теоремой о числе вещественных корней численного уравнения. Пришлось только от 
конечных разностей перейти к бесконечно малым разностям. Для дифференциальных 
уравнений рассуждения более тонкие и поэтому для уравнений в конечных разностях 
удалось получить более полные результаты. 
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Во втором большом мемуаре Ж.Штурм изучает уравнение теплопроводности для 
стержня и соответствующие краевые задачи, используя ранее полученные им результаты о 
свойствах решений дифференциальных уравнений второго порядка. В предисловии 
Штурм отмечает, что теория, развитая для уравнения теплопроводности может быть 
применена для изучения многих задач динамики. 

Ж.Штурм рассматривает уравнение 

,lu
dx
duk

dx
d

t
ug 









  

краевыми условиями 

0 hu
dx
duk  для xx  , 

0 Hu
dx
duk  для Xx   

и начальным условием 
 xfu   для 0t  

Предполагая по Пуассону, что rtVeu  , задача сводится к нахождению функции 
 xV  и числа r , удовлетворяющих системе: 

  ,0





 Vlgr

dx
dVk

dx
d  

0 hV
dx
dVk   для xx  , 

0 HV
dx
dVk   для Xx   

Уравнение u пepвoe краевое условие используется для нахождения функции V , а 
второе краевое условие для нахождения r . 

Далее Штурм переходит к изучению свойств корней уравнения   ,0rF  
служащего для определения r  то есть 

      0,,
 rxHV

dx
rxdVkrF  для Xx   

Прежде всего, доказывается вещественность корней уравнения. Доказательство ведется 
методом от противного. Полагая 1 r , тогда ,1 QPV  дифференциальные 
уравнения и краевые условия распадаются на два.  Комбинируя и интегрируя по частям, 
легко получается 

 2 2 0
X

x

g P Q dx   

В силу того, что 0g , отсюда следовало бы 0 QP . В частности на левом 

конце   ,0xF  тогда и 0,
Xx

dV
dx 

  что противоречит доказанному ранее. Итак, 0 , то 

есть числа r  вещественные. Здесь существенно только то, что g и k  положительные.  В 
несколько отличной форме доказательство вещественности собственных значений 
уравнений математической физики впервые было дано Пуассоном в 1828г. 

Далее Штурм доказывает ортогональность собственных функций, используя 
дифференциальные уравнения с различными r  и r  и первое краевой условие. Обычные 
выкладки приводят к равенству 

0
X

x

gVV dx  . 
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Штурм отмечает, что по Пуассону вещественность собственных значений есть 
следствие ортогональности собственных функций. Действительно, для 1 r  и  

1 r    соответственно, ,1 QPV  ,1 QPV  получаем 

  ,022 
X

x

dxQPg  

откуда 0 QP  функции P  и Q  тождественно равны нулю, если .0  
Интегрирование исходного уравнения от x  до произвольного x  дает 

 
x

xdVk C gr l Vdx
dx

     

Непосредственный анализ этого равенства приводит Штурма к утверждению о 
положительности значений r . Он приводит и другое доказательство этого факта и 
указывает еще на возможность применения развитой им раньше теории. 

Далее Штурм дает прямое доказательство бесконечности положительных корней 
уравнения   0rF , замечая, что оно следует из результатов его первого мемуара.  
Выбирая положительные постоянные k  и n  так,  чтобы kk  , 2nklgr  . Штурм берет 
уравнение 

,02 





 
 Vkn

dx
Vdk

dx
d  

приводимое к виду 

02
2

2




Vn
dx

Vd  

решение которого 
 .sin cnxCV   

Выбирая подходящим образом c  и применяя теорему сравнения, Штурм показывает, что 
функция V  может иметь как угодно большое число нулей, то есть больше чем функция 
V  , если 2nklgr  . Используя результаты первого мемуара о том, что число корней 
уравнения   0rF  в фиксированном интервале  R,0  конечно, но неограниченно 
возрастающее при росте .R   

Расположив собственные значения краевой задачи в возрастающем порядке 
,,,,, 21  n  для соответствующей функции  xVi  на основании своих прежних 

исследований Штурм приходит к заключению что  xVi  имеет 1i  нулей в интервале 
 Xx, , и распространяет на собственные функции результаты первого мемуара о 
взаимном расположении нулей функций iV  и ,1iV  а также iV  и .iV   Аналогичные 
заключения делает Штурм и о расположении максимумов функций  xVi . 

Далее Штурм переходит к изучению влияния коэффициентов уравнения и 
постоянных из краевых условий на расположение 
 
 
 собственных значений, то есть корней уравнения        0rF  и нулей собственных 
функций.  При различных предположениях об изменений h  и H /например, h  и H  
возрастают и т.п./ удается получить характеристику изменения корней уравнения      
  0rF (в указанном случае корни возрастают). Если h  убывает и H возрастает, то не 

удается сделать определенного заключения об изменении i , но нули функции 

iV становятся, соответственно, меньше. При переходе к другому уравнению при тех же    
h  и H  с условием 
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lgrlrg   
будет ii   . 
При условии lglg i    и kk  , нули функции iV   сдвинуты влево от 
соответствующих нулей функции iV . Получены и другие аналогичные результаты. Далее 
Штурм переходит к задаче разложения произвольной функции. Предполагая возможность 
разложения функции  xf  в ряд 

  ,2211   iiVCVCVCxf  
получаются формулы для коэффициентов  

 

i

x

x
i

i R

dxxfgV
C


  ,  

где   dxgVR
x

x
ii  2 . 

Штурм говорит, что можно доказать возможность представления произвольной 
функции  xf  в виде сходящегося ряда.  

Фурье и другие математики, по замечанию Штурма, не понимали важности и 
трудности этой проблемы. К моменту опубликования мемуара Штурма появилась еще 
статья Лиувилля, в которой было показано, что если ряд сходится, то его сумма равна 
 xf .Заключительная часть мемуара Штурма посвящена изучению поведения решения 

уравнения теплопроводности  txU , . Следует отметить, также теорему о числе нулей 
функции   nnmm VAVAx   . 

 
§ 2. Фундаментальные исследования Ж.Лиувилля. 

 
К исследованиям по общей теории краевых задач для обыкновенных 

дифференциальных уравнений второго порядка Лиувилль пришел после опубликования 
нескольких работ,  относящихся к теории разложения функций в тригонометрические 
ряды. 

В работе /147/ Лиувилль рассматривает разложение функций в ряды по синусам и 
косинусам, исходя от интегральной формулы Фурье и вводя функцию,  подобную  - 
функции, позволяющую ему дать разложение не только по системе синусов или 
косинусов кратных аргументов, но и по системам вида 
 xnsin  или  xncos , где n  последовательность корней некоторого трансцендентного 
уравнения. 

Отчетливо  ставит Лиувилль задачу чисто математического характера о 
разложении функции в ряд по данной системе. В конце этой статьи Лиувилль указывает 
на свою работу, уже представленную в Академию наук, о разложении по системам 
функций, определяемых дифференциальным уравнением второго порядка. 

В работе /148/ Лиувилль указывает на возможность обобщения интегральной 
формулы Фурье заменой тригонометрических функций произвольной (конечно с 
некоторым условием) системой функций  x  и получает формулу 

       dyyfzxzyzxdz
x

xf  
 




0

,,1



 

или в более частном случае 

     dyyfzxzyzdz
A

xf 






 ,1

0
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В 1835г. Лиувилль представил в Академию наук свой первый мемуар (149) о 
разложении функций в ряды по решениям дифференциального уравнения второго 
порядка, содержащего переменный параметр. Отправляясь от задач теории 
теплопроводности, Лиувилль ставит задачу нахождения функции    V , не обращающейся 
тождественно в нуль, которая при некотором определенном значении параметра r  
удовлетворяет дифференциальному уравнению 

  0








Vlgr
dx

dx
dVkd

 

и краевым уравнениям 

0 hV
dx
dV  для xx   

0 HV
dx
dV  для Xx   

 
Где lkg ,, функции, причем g >0, k >0, 0l , Hh, - постоянные, могущие принимать 
значения от 0 до  . 

Лиувилль подчеркивает, что он рассматривает задачу, независимо от проблем 
математической физики, что он ничего не предполагает априорно о происхождении 
функций, рядов и их природы. При решении физических задач допускается возможность 
разложения функций в ряды, но оказалось трудным установить эту возможность прямым 
способом и доказать строгим образом. Чтобы выполнялись краевые условия нужно, чтобы 
параметр был корнем некоторого трансцендентного уравнения 

  0r   
Лиувилль ставит своей целью найти и строго доказать значение суммы ряда 

 


























dxgV

dxxgVfV

X

x

X

x

2

.  

Без доказательства он указывает некоторые свойства корней уравнения   0r ,  а 
именно: 

1) Корни уравнения все вещественные и неравные, наименьший из корней 0 . 
Располагая корни в порядке возрастания 1r < 2r << mr << nr < ,  
обозначаем соответствующие функции       ,,,,, 21  xVxVxV n  

2)     0 dxxVxgV n

X

x
m  для .nm   

3)  Функции iV не принимают бесконечных значений и могут менять знак только 
проходя через нулевое значение.  xV1  не имеет нулей,  xV2 имеет один нуль,  xV3 - два и  
т.д. 

4)    m - 1 корней уравнения   0xVm не равны между собой и заключены между 
собой и заключены между m  корнями уравнения    01  xVm  

5) Функция      xVAxVAx nnmm    
Где iA - постоянные, не равные все 0, имеет не менее m -1 и не более n -1 нулей в 
интервале  Xx, . Корни могут быть кратными, тогда каждый корень считается столько 
раз, какова его кратность. Доказательство этого свойства, указанного Штурмом, было 
проведено Лиувиллем другим способом в статье /151/.  
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Доказательство сходимости ряда Лиувилль основывает на двух леммах. 
Следствием впервой служит утверждение, что для некоторых m -1 значений ,,,, cba  
заключенных между x  и X , можно найти такие постоянные ,,,, 21 mAAA   что функция 

     xVAxVAx mm 11  
обращается в нуль только в точках ,,, cba   
 Вторая лемма утверждает, что если для функции  x интегралы  

    ,0 dxxVx i

X

x

  

 то   0x для  Xxx , . 
Решение основной задачи Лиувилль проводит следующим образом. Обозначая 

через  xF сумму ряда 

 
     





 X

x
m

X

x
mm

dxgV

dxxfxVxV
xF

2

 

и умножая обе части равенства на mgV , а затем производя интегрирование от x   до X , 
Лиувилль получает, принимая во внимание ортогональность функций mV  

     dxxfxgVdxxFgV
X

x
m

X

x
m    

Или 

       0 dxxVxfxFg
X

x
m , 

откуда на основании леммы 2 F(x) = f(x). 
 
Для функции f(x) М Лиувилль допускал, что она может быть задана на отдельных 
участках различными формулами, но в точках, где она меняет форму, она имеет единст-
венное значение. Полученный результат, по выражению Лиувилля, совпадает с 
результатами других геометров, но полученными другими методами, менее прямыми и 
менее строгими. Далее Лиувилль показывает, что F(x) = f(х) удовлетворяет краевым 
условиям задачи. 

В заключение Лиувилль делает несколько интересных замечаний. А именно, 

 1) Если равенство имеет место     0 dxxVx
X

x

 , для ,,,2,1 nk   

то функция  x  меняет знак в  Xx,  не менее  1n  раз.  Обозначая σnчастную сумму 
рассматриваемого ряда, Лиувилль сразу получает 

    ,dxxfgVdxVy
X

x
mm

X

x
n     nm   

откуда  

  ,0 dxxVg m

X

x
n  

где   nn xf   .  На основании предыдущего n  обращается в нуль,  по крайней мере 
 1n  раз. Далее, нетрудно получить для линейной комбинации    xVAxVAQ nn 11  
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0 Qdxg
X

x
n  

В частности, если nQ  , то  

0 dxg n

X

x
n  

и далее  

  dxgdxgfdxg
X

x
n

X

x
nnn

X

x
n   2  

 
и, наконец, по выражению Лиувилля получаем еще более замечательную формулу 

      ,22
2

2 dxgdxgdxxfg
X

x
nn

X

x
nn

X

x
    

так как,  ,0 dxg n

X

x
n  а отсюда      dxgfdxg

X

x

X

x
n   22  

и предполагается, что равенство достигается при n = . 
Таким образом, здесь у Лиувилля показано, что ряд Фурье функции  xf  сходится 

в среднем. Другой способ нахождения суммы ряда Штурм и Лиувилль указывают в 
совместной работе /316/, опубликованной вслед за основными мемуарами Штурма и 
Лиувилля. 

Комбинируя уравнения и краевые условия на левом конце, полупим 







 


 dx

dVV
dx

dV
V

rr
KdxgVV n

n

n

X

x
n . 

При x = X , полагая  ,rHV
dx
dV

Xx    

   
n

n

X

x
n rr

rXKVdxgVV



  

В частности, при nrr   
   nnn rXKVdxgV  2  

Разлагая на простые дроби, получим 

      


rrr
V

r
V

n

n


.  

Далее показывается, что 

   dxxgVFdxxgVf
X

x

X

x
   

и приходят к заключению, что    xfxF  . 
 

Во втором мемуаре   /219,II/ Лиувилль ставит целью доказать сходимость ряда 

 





X

x
n

X

x
nn

dxgV

dxxgVV

2

, 
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дополняя тем самым первый мемуар, где была найдена сумма этого ряда в предположении 
его сходимости. 

С этой целью Лиувилль выражает функцию V в виде ряда ,10  npppV   

где  
x

x k
dxkhAp 10     xkk   

                                                           …………………………… , 

        dxpgrl
k
dxp n

x

x

x

x
b  1 … , 

                                                          ………………………......... . 

Произвольную постоянную A  можно взять равной единице или еще лучше 
h1

1 . Тогда 

при xx  :  
hdx

dV
h

V






1

1,
1

1 . 

Сходимость ряда для V  доказывается построением  мажорирующего  ряда 

nn Pp  <  
n

xx
k
GP n

2**2*1

2

0 










 

Где 0p < P , grl  <G .  
Лиувилль указывает и другой способ для выражения V , а именно в виде интегрального 
уравнения  

  .0 Vdxgrl
k
dxpV

x

x

x

x
  . 

 Повторной заменой V в правой части получаются 
nn RpppV  10  

и оценка 

nR <  
n

xx
K
GPW

nn

2**2*1

2

0 










  

Для определения значений параметра r , второе краевое условие приводит к уравнению 
  0r  

или 

  010
10   ppH

dx
dp

dx
dp

 для Xx  . 

 

При r >0, ip и 
dx
dpi  все положительны,  поэтому уравнение   0r не имеет 

отрицательных корней. К вопросу о характеристике множества корней Лиувилль 
подходит позже. 

Для дальнейшего исследования Лиувилль, применяя преобразование независимой 
переменной и функции 

Z ,dx
K
gx

x
  ,1

4
U

gK
V    

полагая 2r  и вводя соответствующую функцию,  z , приходит к уравнению  

UU
dz

Ud
  2

2

2

 

с краевыми условиями 
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0 Uh
dz
dU  для ,0z  

0 UH
dz
dU  для .Zz   

После несложных выкладок Лиувилль приходит к выражению для U . 





zzhzU
0

1sincos



       zdzzzUz   sin  

И 

 zhz
dz
dU  cossin 

z

0

    zdzzUz   cos  

Для небольших значений  , нетрудно найти верхний предел для U , применяя методы 
Штурма. Для достаточно больших значений   

 > LZ2  
где  z < L , Лиувилль получает неравенство 

 dxxgVfV
X

x
 <  



















 


2
2 14


 hxXFG ,  

здесь  
    GxgFxf  ,   q . 

Далее, полагая 

  .sin
0

  zdzzU
Z

 

следует 

,sincos




 




zhzU  

























 


2
2 1

2
hZdxgV

X

x

, 

dxgV
X

x
 2 >



















 


2

1
4 

hZ . 

Подставляя U и 
dz
dU  в краевое условие для ,Zz  получим для   уравнение 

p
pZtg





  

Где p и p  зависят от  . 
Из геометрических соображений видно, что это уравнение имеет бесконечно много 

положительных корней. 
Далее 

 
p

parctgnZ





 1  

Для больших n  
 

niZ
nr 



 1  

Где ni   очень малое число. 
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Так Лиувилль получил асимптотику собственных значений и приближенные 
значения соответствующих функций. 

 
Z

zn
gk

V

zU



1cos1

,cos

4






 

Полученные оценки позволяют доказать сходимость рассматриваемого ряда,  
предварительно преобразованного к виду 

 





X

x
n

X

x
n

dxgVr

dxxfV

2

 

В заключение Лиувилль доказывает вещественность корней уравнения   0r  на основе 
своей леммы из первого мемуара. Если rмнимый корень,  то  для соответствующей 
функции V  имеет место 

0
X

x
ndxVVg  

 для всех ,nV  соответствующих действительным корням nr  и тогда 0Vg , но это 
противоречит краевому условию.  

В третьем мемуаре Лиувилль снимает некоторые ограничения с    коэффициентов 
уравнения g и K   (ограниченность производных первого и второго порядков) и с 
f (также ограниченность производных и выполнение краевых условий). Уравнение 

рассматривается в прежнем виде, то есть, как и во втором мемуаре. 

UU
dz

ud
  2

2

2

  











 2

21
dz
dgK

dz
d

dz
gKd

g
Kl

gK



 . 

и после перехода к функции 
   4 gKzfxf   

общий член ряда записывается в виде 




 Z

Z

dzU

UfdzU
T

0

2

0  

Постоянные h и H  предполагаются конечными. Предполагается, что интеграл 

dz
Z


0

2  

имеет конечное значение. 
Для оценки верхнего предела Q функции  

  zdzzUzhzU
Z




 
0

sin1sincos 



   

получена более общая и более точная оценка 
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 Z

dz

h

Q

0

2

2

11

1





,    









 



 2

2

1sincos


 hzhz  

 
При достаточно больших  можно считать, например, U  <2. Для нахождения значений 
 получается уравнение 

'p
PZtg





  

Оценивая   и p  с учетом, что U < 2, получается 

 

.221

,22

0

2

0

22

dzp

dzHhp

Z

Z













 

Лиувилль показывает,  что имеется по одному корню между 

  



 

4
11 
n

Z
и   



 

4
11 
n

Z
 

но нет корней между  





 

4
1 

n
Z

   и     



 

4
11 
n

Z
 и т.д. 

Для корней Лиувилль указывает значения 

n
B

Z
n n
 . 

Далее Лиувилль останавливается на оценке интегралов вида  

  zdzzf
Z

sin
0
  и   zdzzf

Z

cos
0
 , 

показывая, что они порядка 








1O  или в обозначении Лиувилля 


 .  

Далее  








 


1
20

2 ZdzU
Z

 и  2

2




 


Z

T  

 
Для доказательства сходимости ряда T достаточно установить сходимость ряда Y , 
где 

  2
0

coscos

 IVZ

dz
Z

znxf
Z

znY    

Ряд из первых членов сходится на основании доказанного  для периодических рядов, ряд 

 2
 IV

 также сходится.  

В заключение Лиувилль делает несколько замечаний о функции  xf , которая 
может иметь конечные разрывы, но не быть бесконечной, и в случаях h =  или 
H = (здесь появляются дополнительные условия на концах интервала).  
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Лиувилль указывает также на возможность применения его метода  и к функциям, 
определенным уравнениями высшего порядка, ссылаясь на свою статью об 

интегрировании уравнения 3

3

dx
ud

dt
du

 . В конце мемуара Лиувилль предлагает несколько 

задач. 
В ряде небольших заметок Лиувилль решает отдельные частные вопросы, 

связанные с общей теорией, развитой в основных мемуарах. Отметим статью /221/, в 
которой решается задача интегрирования уравнения 

dx
dt
duxxb

dx
ud

dt
du x


0

2
2

2

 

с краевыми условиями  

0U  при  ,0x   0 hU
dx
du   при  1x  

 
и начальным условием  xfU     10,0  xt . 
 Совершенствование методов достигнуто в совместных работах Штурма и Лиувилля. Мы 
не перечисляем всех заметок обоих авторов, хотя следует заметить, что после 1837г, 
заметки Штурма по теории разложения функций в ряды больше не появлялись. 

В заметке о теории дифференциальных уравнений Ж. Лиувилль ставит вопрос об 
изучении решений уравнения любого порядка вида 

0121  grU
dx

UdPdPdPdP
n

nn 
 

и соответствующих разложений в ряды. 
В 1839г. Лиувилль опубликовал большой мемуар по теории линейных 

дифференциальных уравнений и о разложении функций в ряды /223/, отражающий 
содержание нескольких лекций, прочитанных им в College de France. Рассказав о 
возникшем при решении задач математической физики методе Фурье решения линейных 
дифференциальных уравнений с краевыми и начальными условиями, Лиувилль 
высказывает намерение дать свое изложение теории аналитическое, независимое от ее 
происхождения и каких-либо приложений. Отмечая заслуги Штурма в постановке вопроса 
об изучении свойств решений таких задач для дифференциальных уравнений второго 
порядка, Лиувилль говорит о желательности обобщения теории на уравнения любого 
порядка.  В статье изучается дифференциальное уравнение  го порядка вида  

0 rU
dx

dNdUddKdL


  

где NLK ,,,   функции ,x x  < x < ,X  r параметр. Краевые условия при xx   

,,,, 1 D
dx

dNdUKdLB
dx
dUNAU 



  

Где DBA ,,,  не зависят от x , положительные или нули,  /не все/. В таком случае 
решение будет содержать параметр r :  rxuu , . На примере для 2 Лиувилль 
получает решение в виде ряда по степеням r  

  ,, 2
2

10   rrrxU  
где 

dx
K
dx

K
dx

K
dx

K
dxBA

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x
n    00 ,,    

Отсюда следует сходимость рядов для  ,,,, 2 rU
dx

dKdU
dx

KdUU    также для 

производной U по r и непрерывность по x  и r функций 
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,,,, 2 rU
dx

dKdU
dx

KdUU   

Аналогично и для произвольного .  
Для определения r налагается условие,  при ,Xx  из которого следует, что не 

должно быть отрицательным или нулем. Лиувиллю удается дать некоторые представления 
о проведении функции U  интервале  Xx, и указать возможность доказательства 
бесконечности числа нулей функции при росте r (подробное изложение было дано им для 
уравнения третьего порядка). Лиувилль доказал, что нули функции U  не обращают в нуль 

dx
dU , а линейное выражение  

1 dx
dNdUKdLC

dx
NdUbaU  ,  

 
где коэффициенты положительные или нули, принимает последовательно отрицательные 
и положительные значения для значений ,x  равным корням уравнения .0U  

Лиувилль изучает вопрос об изменении корней уравнения   0, rxu  при 
возрастании .r  
Здесь обнаруживаются различные частные особенности. Показано что функция 

nnmm UAUA   
меняет знак в интервале  Xx, не реже чем функция mU и не чаще чем функция .nU   
Имеет место и в общем случае теорема о том, что если 

  0 Udxx
X

x

  

для функции,  xf не обращающейся в бесконечность в интервале  ,, Xx , при всех 
значениях r , удовлетворяющих уравнению   ,0r то   .0x  
Здесь  

  Xxdx
dNdUKdLc

dx
NdUbaUr 

 1  . 

Лиувилль рассматривает и некоторые другие задачи, связанные с первоначально 
поставленной задачей. В частности, определено сопряженное уравнение 

  01 2  rV
dx

dLdKdVdNdM


  

с краевыми условиями 

  a
dx

dKdVNdMCV 1
1 1,, 


 


   для ,Xx   

 .12 r
dx

dKdVNdMA
dx

dKdVMBDV  


  

Оказывается, что  r  и   r тождественны. 
Далее Лиувилль показывает, что уравнение   0r не может иметь ни мнимых 

корней, ни равных. Доказательство основано на использовании равенства 

     .rrdxVUrr
X

x

    

В заключение рассматривается теория разложения функций в ряды по функциям  iU  или  
 iV , имея в виду, что 
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0





ni

in
X

x
in rr

rr
dxVU


  ,in   

но 

 rdxVU
X

x
ii    

 
 Получено разложение в функции  xf  

    iiUAUAxf 11  
или 

    iiVAVAxf 11  
и показано, что сумма этих рядов равна  xf в предположении их сходимости /для  xf  
ограниченных/.  В качестве примера/ приведено разложение функции  rxUU , в виде 

      


ii

i

rrr
U

r
U


 

и аналогично для V  

      


ii

i

rrr
V

r
V


 

Отмечено свойство    

, 
X

x
i

X

x
in dxfVdxV       ni   

откуда следует 
,0 dxVin  

где  nnnf  , частная сумма ряда. 
Таков круг вопросов, разработанных основоположниками теории разложения 

функций в ряды по собственным функциям обыкновенных дифференциальных уравнений 
второго порядка Ж.Штурмом и Ж. Лиувиллем. Очередной задачей стала разработка 
теории систем ортогональных функций. 

 
§ 3.  Исследования П.Л.Чебышева,  Н.Я.Сонина и Грама по теории ортогональных 

функций. 
 

В работах по теории приближения функций П.Л.Чебышев вводит понятие 
наилучшего квадратичного приближения, рассматривая в качестве меры близости 
функций интеграл 

       ,2 dxxPxFxp
b

a

  

где   .0xp   
Далее П.Л.Чебышев устанавливает связь между проблемой приближения в среднем 

квадратичном и разложением функций в ряды по степеням функций типа Фурье. 
В краткой заметке "Об одной формуле анализа" /1854г/ П.Л. Чебышев предлагает 

решение интерполяционной задачи для целой функции n й степени  xF  с помощью 
непрерывных дробей. Получено разложение по многочленам Лежандра с 
коэффициентами, найденными по способу наименьших квадратов. Более подробное 
изложение и доказательства найденного метода П.Л. Чебышев дает в статье "О 
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непрерывных дробях"/303/. Оценку погрешности в этих работах Чебышев производит по 
погрешностям значений функций в данных точках,  которых взято конечное число. 

Полученное разложение функции в ряд 
      ,00   xCxCxf nn  

где функции  xi  представляют собой знаменатели подходящих дробей, получаемых при 
разложении некоторой функции в непрерывную дробь. Обозначая величину, 

пропорциональную вероятности погрешности значения  ixF через   ,
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П.Л.Чебышев 

отмечает замечательное, по его выражению, свойство функций 
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Продолжая исследование в мемуаре "О разложении функций одной переменной " /304/ в 
1859г,  П.Л. Чебышев прежде всего отмечает аналогию полученных рядов с рядом Фурье 
и показывает, что при замене равно отстающих значений ix бесконечно близкими между 
собой и принимая ,1,11  nxx  выражение 
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Для соответствующей непрерывной дроби 
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знаменателями подходящих дробей будут целые функции, представимые в виде 

,,3cos,2cos,cos   где xarccos  
Для функции  xf  получается разложение по косинусам кратных дуг, а соответствующие 
целые функции - это полиномы Чебышева  xTn  (с точностью до нормирующего 
множителя). 

Принимая  x2  за постоянное,  получается 

1
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и ряд по многочленам Лежандра. 

При других предположениях относительно ряда значений переменных ix  и 
функции  x получаются интегралы 
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и системы функций 
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-полиномы Чебышева-Эрмита в первом случае и 
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полиномы Чебышева-Лагерра во втором случае в теории ортогональных многочленов. 
П.Л. |Чебышев оценивая близость функций f и g интегралом 

         dxxgxfxgf 2,     

подошел к метрике пространства  
2L  

Заслуживают внимания работы Н.Я. Сонина /1849-1915/ об ортогональных 
многочленах 1880г./243/.  Им же был указан независимо от других метод ортогонализации 
системы функций. 

В связи со своими исследованиями о цилиндрических функциях Н.Я. Сонин в 
упомянутой работе вводит многочлены   yT n

 обладающие свойством рекуррентности 
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и удовлетворяющих  дифференциальному уравнению второго порядка 

0112

2








 
 n

nn

T
y
n

dy
dT

ydy
Td


  . 

Решая задачу разложения функции  xf  в ряд 
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Н.Я. Сонин приводит формулу 
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не решая вопрос о сходимости этого разложения. 
Введенные здесь Н.Я.Сониным многочлены связаны с обобщением многочленов 

Чебышева-Лагерра.  
       nn
n TnxL 
  11   

 
где    xLn

 присоединенные многочлены Лагерра; при 0 получаются многочлены 
Чебышева-Лагерра. 

Второй класс многочленов, вводимых Н.Я. Сониным, является обобщением 
многочленов Чебышева-Эрмита 
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При 0m получаются многочлены Чебышева-Эрмита. 
Дальнейшее изучение этих многочленов Н.Я. Сонин провел в работе " 0 

приближенном вычислении определенных интегралов и входящих при вычислений целых 
функциях" в 1887г.  В этой работе Н.Я. Сонин рассматривал и третий класс многочленов 
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      ,   nn
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 > 1 ,  >-1 

nk - некоторые константы, зависящие от ,   и n , известные теперь как многочлены 
Якоби. 

Было замечено, что многочлены Сонина   xLn
   МОЖНО  найти в более ранней 

работе Ю.И. Сохоцкого /244/. 
В статье "О некоторых неравенствах относящихся к определенным интегралам", 

опубликованной в 1898г. Н.Я. Сонин, обобщая и доказывая одно неравенство 
П.Л.Чебышева, приходит к ортогонализации системы функций 

     ,,,, 21 nxx     a < x < b  
с весовой интегрируемой функцией   x  
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Тогда для функции     111   xx  

    01  dxxx
b

a
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требование наименьшего значения для 
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Повторяя этот процесс строится последовательность ортогональных функций 
        ,,,,, 210 xxxx n  
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удовлетворяющих условиям 

      
b

a
ji dxxxx     ji   

Так как в дальнейших формулах встречаются определители Грама, то можно предполагать 
знакомство Н.Я.Сонина с методом ортогонализации Грамма. Эти работы Грама и Сонина 
появились значительно раньше известной работы Э.Шмидта. 

 В работе Грама /70/ 1883г. продолжены исследования П.Л.Чебышева по проблеме 
наилучшего квадратичного приближения и разложения функций в ряды по 
ортогональным функциям. Грам решает задачу наилучшего среднего квадратичного 
приближения функции линейными комбинациями n  первых функций 
последовательности. Для решения этой задачи он применяет метод ортонормализации  и 
приходит к понятию полной ортонормированной системы. Выясняя вопрос, когда 
наилучшее квадратичное приближение 
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функции  xf  линейными комбинациями указанного вида стремится к нулю при n , 
он устанавливает, что это эквивалентно тому, что не существует функции, ортогональной 
всем n , отличной от нуля. При исследовании понятия "сходимости в среднем 
квадратическом" ему удается получить некоторые очень частные результаты. В работе 
Грама обнаруживается переход от рассмотрения непрерывной функций к функциям, 
удовлетворяющим условию 

 
b
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§4. Исследования В.А.Стеклова о полноте системы собственных функций. 

 
Теория разложения функций в ряды по системам собственных функций получает 

значительное развитие в трудах В.А.Стеклова. Крупный специалист в математической 
физике В.А.Стеклов успешно занимался вопросами решения ее основных задач. 

Исследования по математической физике В.А.Стеклов начинает критическим 
анализом работ Г.Шварца и А.Пуанкаре. 

В 1896г. в "Сообщениях Харьковского математического общества" появляется 
первая статья В.А.Стеклова по задаче Штурма-Лиувилля под названием "Задача об 
охлаждении неоднородного твердого стержня". В этой работе,  применяя методы Шварца 
и Пуанкаре, доказывается существование характеристических чисел и фундаментальных 
функций рассматриваемой задачи. Здесь же впервые строго доказывается сходимость 
ряда, полученного при разложении данной функции в ряд по фундаментальным 
функциям, к данной функции при условии равномерной сходимости ряда. Указаны и 
достаточные условия разложимости. 

В последующих работах В.А.Стеклов неоднократно возвращается к этому вопросу 
с целью ослабления условий разложения» Так в работе "О разложении данной функции в 
ряд  по гармоническим функциям" /247/ мы встречаем аналогичное условие. В статье 
1899г. /249/ это условие выступает уже как основное в теории разложения произвольных 
функций в ряды по фундаментальным функциям. В статье В.А.Стеклова 1903г. собраны 
все системы фундаментальных функций, для которых это равенство, называемое 
"замечательным" было им доказано. В работе /248/ 1910г. равенство получает название 
условия замкнутости и системы функций, для которых оно выполняется, названы 
замкнутыми. 
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По работам В.А.Стеклова можно проследить, как формировалась идея замкнутости 
системы собственных функций. Поняв значение условия замкнутости для систем 
фундаментальных функций уравнений математической физики,  В.А.Стеклов в цикле 
работ продолжает изучение и применение свойства замкнутости для различных систем 
ортогональных функций, независимо от способа их получения. 

В работе 1904г. доказывается замкнутость системы ортогональных функций 
относительно любых интегрируемых функций, если замкнутость установлена 
относительно полиномов. От очевидной замкнутости всякой ортогональной системы 
полиномов по отношению к любому полиному возникает ряд работ В.А.Стеклова о 
приближенном представлении функций и о разложении функций в ряды по различным 
системам полиномов. Сначала в нескольких работах рассматриваются частные случаи 
систем полиномов Якоби, Эрмита, Лагерра, а затем вопрос о разложении произвольной 
функции в ряды по полиномам Чебышева общего вида рассмотрен в работе 1914г. Теория 
замкнутости была развита В.А.Стекловым в применении к проблеме приближенного 
представления функций и к задаче теории моментов в ряде работ, начиная с работы 1914г, 
до последней его работы "О проблеме приближения произвольных функций с помощью 
полиномов Чебышева", представленной в "Известия АН СССР" 12 мая 1926г, то есть за 18 
дней до дня смерти. 

Применение свойства замкнутости позволило В.А.Стеклову решить задачу об 
охлаждении однородного стержня при более широких условиях, чем прежде. Наиболее 
совершенное по общности результатов и простоте изложение теории замкнутости 
находится в статье В.А.Стеклова 1913 года. 

На пути совершенствования метода следует отметить еще работу В.А.Стеклова 
1910г. ,  в которой отбрасываются предположения о существовании высших производных 
в задачах разложения по функциям Штурма-Лиувилля, достигаемое простым 
преобразованием квадрата функции в виде интеграла от производной этого квадрата. 

О работах В.А.Стеклова по теории разложения функций упоминает А.Кнезер в 
работе 1903 года, в которой он доказывает теорему разложения, применяя видоизменен-
ный асимптотический метод Лиувилля, называемый теперь методом Лиувилля-Стеклова. 
Откликом В.А.Стеклова на исследования А.Кнезера была его статья 1907г./ /,  в которой 
он применяя асимптотические формулы, с помощью теоремы замкнутости освобождается 
от некоторых условий А.Кнезера. На исследования Д.Гильберта по теории разложения, 
основанные на применении функции Грина и теории интегральных уравнений, 
В.А.Стеклов откликнулся большой статьей 1904-1905 гг., показывающей, что прежние его 
результаты, опубликованные в 1902г., были примером более общих теорем. 

В позднейших работах В.А.Стеклов, не применяя асимптотических оценок, а, 
продолжая совершенствовать теорию замкнутости, получает новые результаты при более 
общих граничных условиях и для более общего вида уравнения. 

Обзор трудов В.А.Стеклова по математической физике и теории замкнутости был 
сделан в 1926г. Н.М.Гюнтером /71/ и В.И.Смирновым в 1947г. /239/. Исследования 
В.А.Стеклова по теории краевых задач были освещены в работах В.С.Сологуба/241/, 
А.И.Демчишина и И.И.Маркуша. Значительную часть своих результатов по 
математической физике В.А.Стеклов предполагал изложить в трехтомном труде 
"Основные задачи математической физики", две части которого были изданы в 1922-
1923гг./ /. Третья часть, с изложением его результатов по теории замкнутости и теории 
разложения функций, не появилась. 

Как известно, для остатка  xRn  в приближенном представлении функций  xf  
отрезком ее ряда Фурье по ортогональной и нормированной системе функций 
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для средней квадратичной погрешности имеет место равенство 
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Отсюда следует сходимость ряда  
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Если квадратичная погрешность стремится к нулю при n  то это равносильно 
равенству 
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Это равенство /равенство Парсеваля/ влечет за собой полноту системы функций  xuk , то 
есть что эту систему мы не можем пополнить функцией, не равной тождественно нулю и 
ортогональной ко всем функциям системы В.А.Стеклов первый поставил проблему 
полноты системы ортогональных функций в общем виде. В.А.Стеклов показал, что если 
формула замкнутости доказана для специального класса функций, то она имеет место для 
всех функций  ,xf  для которых 
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Существует. В частности для конечного интервала  ba,  и таким классом оказывается 
класс полиномов. 

Изучение замкнутых систем В.А.Стекловым позволило ему установить сходимость 
ряда Фурье непрерывной функции  xf  к самой функции в промежутке равномерной 
сходимости ее ряда Фурье по замкнутой ортогональной системе. 

Другой важный результат В.А.Стеклова связан с идеей осреднения. Для замкнутой 
системы функций  xuk  и для любой функции  x  для которой 
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где ka - коэффициенты Фурье функции  xf , а  11 ,ba  любая часть отрезка  .,ba  
При   1xp  и полагая   1x , получим  
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то есть почленное интегрирование ряда Фурье дает интеграл от самой функции, хотя ряд 
Фурье может оказаться и не сходящимся к  xf  в отдельных точках. В.А.Стеклов 
рассматривал случаи, когда спектральный параметр   входил    в дифференциальное 
уравнение или в краевые условия. 

В исследованиях по теории замкнутости В.А.Стеклов использует метод 
сглаживания функций, состоящий в переходе от функции  xf  к функции  xF , 
определяемой равенством 
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Для интегрируемой функции  xf  (возможно разрывной)  xF  непрерывна. Сглаживание 
приводит к близкой функции с лучшими свойствами. Например, ля непрерывной функции 
 xf , разность    xfxF   при h  становится как угодно малой. Как уже отмечено 

выше,  В.А.Стеклов плодотворно занимался выяснением условий теоремы разложения.  
Он стремился получить их для  xf  в наиболее широком виде. 

От работы к работе В.А.Стеклов совершенствует условия разложимости. Здесь 
следует отметить, как этапные, работы 1896г. и 1913г. Если в работе 1896г. требуется, 
чтобы  xp  и  xq  были непрерывными положительными функциями, а  xf  имела бы 

производные до четвертого порядка,  xf  и 
p

ff q 
 удовлетворяли краевым условиям 

задачи, то в работе 1913г, уже не требуется положительности  xq  и краевые условия 
берутся в более общем виде, а  xf   удовлетворяет условию Липшица 

    yxmyfxf   
где m - некоторая постоянная. 

Наиболее общие результаты о разложении функций по полиномам Чебышева 
В.А.Стеклов дает в работе 1921г. 

Нужно отметить результаты В.А.Стеклова для сингулярных задач на полупрямой 
для   xexxp      1  и в случае всей прямой при   2xexp  . В 1907Г. В.А.Стеклов, 
обобщая метод Бонне,  получил теоремы разложения при тех же условиях на разлагаемую 
функцию, что и для разложения в обычный тригонометрический ряд. 

Основными методами,  которыми пользовался В.А.Стеклов, были теорема 
замкнутости и обобщение метода Шварца-Пуанкаре. 

В своих исследованиях В.А.Стеклов не ограничивался доказательством 
возможности разложения функции в ряды, и не давал оценку остаточного члена.   
В.А.Стеклов  в своих работах остался представителем классического анализа. Дальнейшие 
успехи в теории разложения функций связаны с использованием новых идей теории мно-
жеств и теории функций вещественного переменного,  позволивших получить 
значительные обобщения всех ранее полученных результатов. 

 
§ 5. Исследования  регулярной задачи Штурма-Лиувилля в конце XIX века. 

 
На развитие теории разложения функций по собственным функциям задачи 

Штурма-Лиувилля оказали значительное влияние работы Т.И.Стильтьеса /1856-1894 гг./. 
В известных исследованиях по теории непрерывных дробей /430/ Т.И.Стильтьес 

сформулировал алгебраическую проблему моментов в виде следующей задачи: найти 
распределение положительной массы на полупрямой  ,0 , если даны моменты порядка  
k   .,3,2,1 k  При дискретном распределении масс моментом порядка k  называется 
сумма 


i

k
iik mC   

где im  - массы, сосредоточенные в точках i  на полупрямой  .,0   
Как показали исследования Стильтьеса, следует различать два случая: 

определенный и неопределенный. В первом случае задача допускает всегда только одно 
решение, во втором случае оказывается бесконечное число решений. 
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Определенный случай характеризуется тем, что числа kC  таковы, что ряд 
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В неопределенном случае этот ряд сходится. Стильтьес показал, что в 

неопределенном случае существует по крайней мере два решения поставленной задачи 
моментов  00 , ,   ,V  и следует, что решений бесконечно много. 

Обозначим n - ю подходящую дробь непрерывной дроби  
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где ia - числа вещественные и положительные, как 
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При этом пределы четных и нечетных подходящих дробей различны: 
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В случае сходимости ряда  na  эти пределы одинаковы. В связи с решением 
определенной проблемы моментов Т.И.Стильтьес дает обобщенное понятие интеграла,  
получившего название интеграла Стильтьеса. Определение интеграла Стильтьеса дано для 
непрерывной функции  xf  и возрастающей функции  x . Стильтьес, имея в виду 
определенные приложения,  оставляет в стороне вопрос об общности определения 

интеграла. Его интересовали функции вида ku  и 
uz 

1 . Им введено обычное обозначение  

   
b

a

uduf   

Частные случаи проблемы моментов встречались раньше у П.Л.Чебышева, А.А.Маркова. 
Интересно замечание Стильтьеса о том,  что если имеем несколько решений 

проблемы моментов, то для получения нового решения следует взять линейную 
комбинацию этих решений с положительными коэффициентами,  сумма которых равна 1.  
Рассматривая решения,  зависящие от параметра t , можно получить решения с 
непрерывным распределением массы по оси, причем формула, очевидно, будет содержать 
интегралы. 



 43 

От проблемы моментов путь шел к проблеме расширения линейных операторов. 
В исследовании сходимости разложения функции в ряд по ортонормальной 

системе функций следует отметить работы Гарнака и Югоньо. Гарнак рассматривал 
сходимость в среднем разложения функций с интегрируемым квадратом. Независимо от 
него Югоньо /598/ в 1882г. изучал сходимость в среднем разложения функции с 
интегрируемым квадратом по любой системе ортонормальных функций. Эти 
исследования не были точны, так как для полного решения вопроса необходимо было 
расширение понятия интеграла и соответствующего расширения класса функций с 
интегрируемым квадратом. Это было достигнуто после введения в математику понятия 
интеграла в смысле Лебега и класса функций с суммируемым квадратом модуля, то есть 
класса  baL ,2  

  
b

a

dxxf ,2  

где  ba,  - конечный или бесконечный интервал. 
Вопросы сходимости в среднем для рядов и функций получили свое завершение в 

известной теореме Ф.Рисса-Фишера и теореме Планшереля, о которых будет сказано 
дальше. Особо приходится подчеркнуть значение понятия интеграла Лебега для идей 
формирования функционального анализа в целом, а для спектральной теории особенно. 

Всестороннее освещение регулярная задача Штурма-Лиувилля получила в статьях 
и книге М.Бохера /34/.  Теория метода была изложена с почти исчерпывающей полнотой и 
современной строгостью. 

Первая глава книги Бохера содержит доказательство существования решения и 
единственности для уравнения 

rqu
dx
dup

dx
ud

2

2

 

при начальных условиях   ,cu       cu     
Сделано указание на возможность обобщения для уравнений высшего порядка. 
Во второй главе рассматривается аналогия линейных дифференциальных 

уравнений с линейными алгебраическими системами. Подробно изучаются линейные 
системы, краевые условия, тождество Лагранжа 

  vuP
dx
duMvvLu ,  

и формула Грина 

    b

a

b

a

vuPdxuMvvLu , . 

Далее изучаются сопряженные уравнения, сопряженные системы и их свойства. Наиболее 
подробно изучаются уравнения второго порядка и соответствующие краевые условия. 
Вводится понятие характеристических (собственных) чисел. 

Третья глава посвящена теории Штурма о нулях решения уравнения вида 

  0 GuuK
dx
d  

Здесь доказана теорема осцилляции Штурма. 
В четвертой главе рассматривается обобщение теории Штурма на уравнения 

произвольного порядка. В пятой главе излагается теория функции Грина и приложения.  
Показана эквивалентность краевых задач и интегральных уравнений. Бохер указывает на 
свой доклад на V Международном конгрессе математиков в Кембридже в 1912 году и на 
статью в немецком издании Математической энциклопедии. 
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ГЛАВА 3  
ТЕОРИЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ Д.ГИЛЬБЕРТА И ВОЗНИКНОВЕНИЕ 

ПОНЯТИЯ ГИЛЬБЕРТОВА ПРОСТРАНСТВА. 
 

§ 1. Возникновение теории интегральных уравнений. 
 

Систематическое применение интегральных уравнений для решения краевых задач 
математической физики было начато К.Нейманом в 1877г. для отыскания гармонической 
функции в виде потенциала двойного слоя. Для решения интегральных уравнений 
применялся метод последовательных приближений, сходимость которого была 
К.Нейманом доказана для выпуклых поверхностей. Название "интегральные уравнения" 
впервые встречается у Дюбуа-Реймона в 1888г. 

Существенный шаг в развитии интегральных уравнений был сделан А.Пуанкаре, 
который доказал применимость метода К.Неймана для более широкого класса 
поверхностей и дал более общую постановку задачи об отыскании потенциала двойного 
слоя, связанную с введением переменного параметра   перед интегралом в интегральном 
уравнении,  то есть пришел к интегральным уравнениям вида 

        
b

a

xfdyyuyxKxu , . 

Эти исследования А.Пуанкаре переплетаются с его же исследованиями уравнения 
колеблющейся мембраны. Рассматривая уравнение мембраны с правой частью 

,fuu    
А.Пуанкаре доказал, что его решение есть мероморфная функция комплексного 
переменного  ,  простые вещественные полюсы которой являются собственными 
значениями рассматриваемого уравнения. Таким образом, удалось достигнуть обобщения 
теории Штурма-Лиувилля для функций нескольких переменных. К этому времени были 
уже обнаружены алгебраические аналогии для теории собственных значений и 
собственных функций краевых задач математической физики. 

Отдельные интегральные уравнения частного вида в связи с конкретными задачами 
встречаются с начала XIX века в работах Лапласа, Абеля, Коши, Лиувилля. 

Возникновение теории интегральных уравнений связывается с именем 
итальянского математика Вито Вольтерра, который, начиная с заметки 1884г. /79/ до 
фундаментальных работ 1896-98 гг. развил теорию известного класса интегральных 
уравнений,  получивших его имя. 

Следующий шаг в развитии теории интегральных уравнений связан с именем 
шведского математика Ивара Фредгольма. Занимаясь решением задачи Дирихле методом 
потенциала двойного слоя и развивая предположение Пуанкаре, Фредгольм пришел к 
построению теории интегральных уравнений указанного выше вида. Сообщения об этом 
были им сделаны в 1899-1900гг., сначала в письме к Миттаг-Леффлеру, а затем в изданиях 
Шведской Академии наук. Более развернутое изложение результатов своих исследований 
И.Фредгольм дал в статье /488/, опубликованной в " Acta Mathematica " в 1903 году. 
В последней статье содержатся дополнительно результаты, относящиеся к интегральным 
уравнениям с неограниченными ядрами, имеющими полярную особенность, то есть вида 

 
yx
yxH



, ,     .10   

В статьях Фредгольма приведены все основные факты теории линейных интегральных 
уравнений, впоследствии получивших наименование " теорем Фредгольма", получены 
степенные ряды по   для числителя и знаменателя резольвенты, исследована их 
сходимость, рассмотрено решение однородных и неоднородных уравнений, в частности 
решение неоднородных уравнений при собственном значении   (фундаментальном 
числе). Дано применение интегральных уравнений к решению плоской задачи Дирихле. 
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Но в статьях И.Фредгольма, нет указаний, как были получены все эти результаты. 
В более позднем выступлении на математическом съезде в Стокгольме в 1910г. 
Фредгольм только вскользь упомянул о своем методе. В последующих работах по теории 
интегральных уравнений Фредгольм обращается к интегральным уравнениям с 
бесконечными пределами 

       tdssstft   




,  

с ядрами частного вида и выражает неудовлетворение сложностью построения степенных 
рядов, служащих для нахождения резольвенты. 

Фредгольм, несомненно, пользуется алгебраической аналогией линейного 
интегрального уравнения с системой линейных алгебраических уравнений вида 

  ik

n

k
ikik bxa
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1          ni 1 . 

Решение интегрального уравнения было получено предельным переходом от решения 
системы алгебраических уравнений по формулам Крамера. Математики XIX века (Фурье 
и др.) встречались с задачей решения системы линейных уравнений с бес- 
конечным числом неизвестных 







1

,
k

ikik bxa      ,2,1i . 

В конце XIX века А.Пуанкаре и Х.Кох дали математически обоснованную теорию 
определителей бесконечного порядка, применимую для некоторых частных видов систем 
алгебраических уравнений. 

Для И.Фредгольма эта теория могла служить образцом и давала наводящие 
соображения. Новый этап в развитии теории интегральных уравнений связан с именем 
Д.Гильберта. 

 
§ 2. Работы Д.Гильберта по теории линейных интегральных уравнений. 

 
Геттингенских математиков с работами Фредгольма по интегральным уравнениям 
впервые познакомил шведский математик Е.Гольмгрен в 1901г. Д.Гильберт оценил 
значение интегральных уравнений для многих областей математического анализа, таких 
как теория разложения произвольных функций в ряды, теория линейных 
дифференциальных уравнений, теория аналитических функций, теория потенциала и 
вариационное исчисление. Д.Гильберт понял необходимость систематического 
построения общей теории линейных интегральных уравнений. В том же семестре в 
семинаре и в лекциях Д.Гильберт излагает основные идеи нового метода изучения 
линейных интегральных уравнений. Д.Гильберт увидел, что теория линейных 
интегральных уравнений должна быть развитием алгебраической теории об 
ортогональных преобразованиях квадратичной формы в сумму квадратов. Со следующего 
года начинают появляться исследования, выполненные под руководством и влиянием 
Д.Гильберта,  в которых теория интегральных уравнений получает значительное развитие. 
Обзор этих работ будет дан ниже. 
 Фундаментальные исследования Д.Гильберта и его учеников по общей теории 
линейных интегральных уравнений привели    к введению одного из важных 
математических понятий XX века - "гильбертова пространства". 

Результаты исследований Д.Гильберта по теории интегральных уравнений были 
опубликованы в 1904-1910гг.  в виде шести статей в "Сообщениях Геттингенского 
научного общества" /60/, объединенные в книгу в 1912 году. 

В первом сообщении 1904 года Д.Гильберт развивает общую теорию линейных 
интегральных уравнений с симметрическим ядром  tsK , . 
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Прежде всего, интегральное уравнение 
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 заменяется системой n  линейных алгебраических уравнений 
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Гильберт употребляет также обозначения 
,2211 npnppxp xKxKxKK    
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Решение системы алгебраических уравнений заменяется отысканием линейной формы 
  ,, 2211 nnxxxx     

удовлетворяющей тождественно относительно x  уравнению 
     xKlxxf ,,,    

Линейная форма принимает вид: 
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Коэффициенты найденной линейной формы при    0ld дают искомые значения 
неизвестных .,,, 21 n    
Для симметрического ядра qppq KK   корни      nlll ,,, 21   уравнения   0ld  
вещественны и, кроме того, предполагаются различными.  

Далее доказываются равенства  
     ,0, kh            kh  , 

то есть ортогональность соответствующих решений. 
Затем показывается, что квадратичные формы могут быть записаны в виде: 
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В следующей главе Д.Гильберт, не предполагая симметричности ядра, для непрерывных 
ядер получает строго обоснованным предельным переходом при n  формулы 
Фредгольма для решения интегрального уравнения  
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где в свою очередь 
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В третьей главе Д.Гильберт рассматривает симметрические ядра и получает основную 
теорему: Пусть ядро  tsK ,  интегрального уравнения второго рода 
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dtttsKssf  ,  

есть симметричная непрерывная функция ;, ts  далее пусть  h  принадлежащие ядру 
 tsK ,  собственные значения и   sh  соответствующие нормированные собственные 

функции; наконец, пусть    sysx ,  какие-либо непрерывные функции s  тогда имеет место 
разложение 
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причем ряд справа абсолютно и равномерно сходится для всех функций.    sysx ,  для 
которых интегралы 

  
b

a

dssx 2 ,     
b

a

dssyx 2\   
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остаются меньше фиксированного конечного числа. Как непосредственное следствие этой 
теоремы Гильберт отмечал, что собственные значения и собственные функции в 
совокупности определяются ядром. 

В четвертой главе показано существование собственных значений и теорема о 
разложении. Гильберт отмечает встречавшиеся ранее трудности доказательства 
существования собственных значений. Применение же ранее указанных им теорем 
позволяет дать простой и полный ответ. Вопрос сводится к тому, что    есть целая 
рациональная функция степени, равной числу собственных значений ядра интегрального 
уравнения. Доказывается существование хотя бы одного собственного значения для 
симметрических ядер, отличных от нуля. 

Первоначальная формулировка теоремы разложения дана в теореме 4 для функции 
 sf  представимой в виде 

        
b

a

b

a

drdtrhtsKtrKsf ,,,  

где  rh  непрерывная функция. 
 Ряд Фурье такой функции 

         sCsC 2
2

1
1   

по собственным функциям ядра  tsK ,  где 

     
b

a

m
m dsssfC ,  

сходится абсолютно и равномерно. 
Для замкнутого ядра  tsK , , для которого никогда не выполняется равенство 

    
b

a

dssgtsK ,0,  

где  sg  непрерывная, необращающаяся тождественно в нуль, функция, доказывается 
теорема о полноте системы собственных функций и теорема разложения. Если ряд Фурье 
какой-либо непрерывной функции  sf  по собственным функциям замкнутого ядра схо-
дится равномерно, то он представляет эту функцию. 

Наиболее общий и простой вид теорема разложения принимает в теореме 7: Любая 
функция, представимая с помощью непрерывной функции  sg  в виде 

     
b

a

dxxgsxKsf ,,  

разложима в абсолютно и равномерно сходящийся ряд Фурье по собственным функциям: 
         ,2

2
1

1  sCsCsf   

     
b

a

m
m dsssfC ,  

Доказательство дано для так называемого, по Гильберту, общего ядра, то есть такого 
непрерывного симметричного ядра, которое позволяет с помощью соответствующего 
выбора непрерывной функции  sh , любую непрерывную функции  sg  приближенно 
выразить интегралом  

   
b

a

dtthtsK ,,  

в смысле среднего квадратичного приближения, то - есть, чтобы имело место неравенство 
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для любого произвольного малого положительного .  На основе теоремы 7 делается 
заключение, что ряд квадратов коэффициентов Фурье функции  sx  
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2

1
b

a

b

a

dssxsdssxs   

сходится и сумма его равна 

  
b

a

dssx 2  

то есть доказано равенство Парсеваля. 
Второе сообщение Д.Гильберта посвящено применению теории линейных 

интегральных уравнений к линейным дифференциальным уравнениям второго порядка. 
Для самосопряженного дифференциального выражения второго порядка 

  qu
dx
du

dx
dp

dx
udpqu

dx
dup

dx
duL 






 2

2

 

дано  определение главного решения, как решения однородного уравнения   0uL  и 
функции Грина  ,xG  при различных краевых условиях 

 
)(
),(,





p
xgxG   

а также введено понятие функции Грина в расширенном смысле. Отмечается 
симметричность функции Грина. С помощью функции Грина получается решение краевой 
задачи для неоднородного линейного дифференциального уравнения 

0)())((  xxfL   
в виде 


b

a

dxGxf  )(),()( , 

которое представляет собой интегральное уравнение первого рода с симметричным ядром 
 ,xG . 

 Далее устанавливается взаимнооднозначная связь между решением краевой задачи 
для дифференциального уравнения и решением интегрального уравнения. Если 
рассмотреть линейное дифференциальное выражение с параметром 

uuLu  )()( , 
то можно установить связь между интегральными уравнениями второго рода и краевыми 
задачами для дифференциальных уравнений с параметром. Эта связь указана Гильбертом 
в теореме 12. 
 Если функция Грина дифференциального выражения )(uL  для некоторой пары 
краевых условий есть ядро интегрального уравнения второго рода 


b

a

dxKxxf  )(),()()( , 

то резольвента  ,xK  этого уравнения есть функция Грина дифференциального 
выражения 

uuLu  )()( . 
Таким образом, показана эквивалентность проблемы решения интегрального уравнения 
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b

a

dxKxxf  )(),()()( , 

и краевой задачи для дифференциального уравнения 
)()( xuuL   . 

Для собственных значений и собственных функций дифференциального уравнения 
0)(  u  

при некоторых краевых условиях Гильбертом доказано: 
1. В случае штурмовских краевых условий собственные значения простые 

(однократные). 
2. Существует бесконечно много собственных значений краевой задачи. 
3. Полнота системы собственных функций, то есть, что любая непрерывная функция 

)(xh , ортогональна всем собственным функциям,  

 
b

a

m dxxxh 0)()( )( , 

тождественно равна нулю. 
4.  Ряд Фурье непрерывной функции )(xf  по собственным функциям краевой задачи 
сходятся. 
5.   Всякая дважды непрерывно дифференцируемая и удовлетворяющая 
соответствующим краевым условиям функция )(xf  разлагается в абсолютно и 
равномерно сходящийся ряд Фурье по собственным функциям краевой задачи для 
дифференциального уравнения. 

0)(  u  
Д.Гильберт отмечает результаты В.А.Стеклова и А.Кнезера /100/ о разложении 
произвольных функций в ряды Штурма-Лиувилля. Для дифференциального 
выражения общего вида 

kuuL )( , 
где )(xk  положительная функция внутри интервала, подстановка 

k
vu   

приводит задачу к ранее рассмотренной. 
 В качестве примеров Гильберт рассматривает дифференциальные выражения 

2

2
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dx

uduL  ,   u
dx

udu  2

2

)(  

в интервале (0,1) дифференциальное уравнение 

02

2

 xu
dx
du

dx
udx   

приводящее к функциям Бесселя, и 

u
xdx

dux
dx
duL 2

2
2

1
4)1()(









 

  

связанное с присоединенными функциями Лежандра. 
 В качестве примера задачи с двукратным спектром и функцией Грина в 
расширенном смысле Гильберт рассматривает дифференциальный оператор 

2

2

)(
dx

uduL   

с периодическими краевыми условиями 
)1()1(  ff   )1()1(  ff  

Для однородного уравнения 
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0u  

существует решение 
2

1)(0 x ,а уравнение 0 uu   

имеет двукратные собственные значения 22)(  mm   
с собственными функциями xmcos и xmsin  
 В заключении Гильберт отмечает связь теории собственных значений для 
дифференциальных уравнений с задачами вариационного исчисления. 
 В следующей главе Д.Гильберт показал возможность переноса развитой теории на 
самосопряженные дифференциальные уравнения второго порядка эллиптического 
типа, доказал существование функции Грина в различных случаях и рассмотрел 
краевые задачи, содержащие параметр в краевых условиях. 
 Третье сообщение Д.Гильберт посвятил применению интегральных уравнений к 
проблемам теории функций комплексного переменного. 
 Итак, в первых трех сообщениях об основах общей теории линейных интегральных 
уравнений, опубликованных в 1904-05гг.,Д.Гильберт дал новое изложение 
фредгольмовской теории интегральных уравнений , дополнив ее строгими 
доказательствами и подробным изложением теории симметричных линейных 
интегральных уравнений и их связям с теорией краевых задач для обыкновенных 
дифференциальных уравнений, некоторых уравнений в частных производных, 
вариационными задачами и теорией функций. Новым была и общая идея о значении 
ортогональных преобразований квадратичных форм к сумме квадратов. На этом пути 
доказана теорема существования собственных значений симметричного ядра и 
теорема разложения в первой редакции для так называемых общих ядер. 
 Начиная с четвертого сообщения /1906г./ Д.Гильберт развивает новый метод 
изложения теории линейных интегральных уравнений, основанный на теории 
квадратичных форм с бесконечным числом переменных. Четвертое сообщение, 
состоящее из двух глав, целиком посвящено теории квадратичных форм с 
бесконечным числом переменных. 
 Рассмотрим основные понятия, определения и обозначения, использованные 
Д.Гильбертом в этой теории. 
 Квадратичной формой называется выражение 





,...)2,1,(

)(
qp

qppq xxkxK  

в котором коэффициенты подчинены условию qppq kk  .Вводится билинейная форма 
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с произвольными коэффициентами pqa  и билинейная форма, принадлежащая 
квадратичной форме )(xK , 
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qppq yxkyxK  

 Формы, составленные из первых n  переменных, называются отрезками 
соответствующих форм с бесконечным числом переменных 
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Сумма коэффициентов с одинаковыми индексами отрезка билинейной формы 
называется сверткой 
 





),...,2,1,(
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pqn aA . 

В частности, 
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nnn kkK  ...),( 11  
Вводится свертка билинейных форм 
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Вводятся специальные квадратичные и билинейные формы 
...),( 2

2
2
1  xxxx , 
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...),( 2211  yxyxyx , 

nnn yxyxyxyx  ...),( 2211 . 
Для формы 

)(),( xKxx nn   
дискриминант 
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есть целая рациональная функция n -й степени от   с вещественными корнями 
)()(

2
)(

1 ,...,, n
n

nn  . 
Эти корни называются собственными значениями формы K , а их совокупность – 
спектром формы K . Здесь мы впервые у Гильберта встречаемся с термином спектр. 
Здесь же Гильбертом вводится понятие точки уплотнения формы K , как точки  , в 
любой окрестности которой находится бесконечно много собственных значений. Для 
неограниченно возрастающей последовательности точка  , считается точкой 
уплотнения формы K . 
 Вводится еще обрамленный определитель 
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и резольвента квадратичной формы 

)(
),,(),,(
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n
n D

yxDyxK  ;       ),,(),( xxKxK nn    

Очевидно, что коэффициенты при nxxx ,...,, 21  в ),,( yxKn   если   не собственное 
значение, дают решение системы линейных уравнений 

pnpnpp yxkxkx  )...( 11  ),...,2,1( np   
Применяя последовательно свертывание форм, Д.Гильберт получает формулы 
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где  )(n
mL  некоторая известная ортонормальная система линейных форм. Вводя 

систему функций )()(  n
p  переменного   

0)()(  n
p  для )(n

p  ,    np ,...,2,1  
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и разностные отношения этих функций 
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Гильберт показывает, пользуясь диагональным процессом и свойствами равномерной 
сходимости, существование квадратичной функции бесконечного числа переменных 
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qp

qppq xx  

коэффициенты которой )( pq  непрерывные функции  . Значения  , для которых 
значения верхней и нижней производной функции )(  не совпадают, образуют по 
Гильберту точечный или разрывный (das Kontinuerlucke) спектр формы. 
Первоначально Гильберт рассмотрел случай, когда   не является точкой 
уплотнения K . Дальнейшее изучение )(  приводит Гильберт к введению новых 
форм 
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ppE )()( , 

и затем 
)()()(   , 

которая оказывается не убывающей функцией  . Если образовать 

)()()()( 
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d

dxx qppq
  

то любой отрезок формы )(  есть непрерывная, неотрицательная, неубывающая 
функция  . 
 Форму )(  Гильберт называет спектральной формой формы K . Все эти формы 
левее некоторого отрезка J  тождественно равны нулю, 

),()( xxk  ,       
)(

)(
p

pEe  . 

Теперь выберем такие вещественные значения  , в любой окрестности которых 
существуют еще такие  , для которых равенства )()(    выполняются не 
тождественно относительно всех переменных ,..., 21 xx . Множество всех таких точек   
совершенно и называются предельным или непрерывным спектром (Streckenspektrum) 
формы K . 
 Точечный спектр, предельные точки собственных значений и непрерывный спектр 
вместе Гильберт называет спектром формы K . Имеет место равенство 

 
)()(

)(),(
sp

p dExx   

Здесь Гильберт вводит в математику непрерывный спектр и спектральную 
терминологию. Записанные формулы выражают разложение единицы по точечному 

)( p  и непрерывному )(s  спектру. 
 Дальнейшей целью Гильберта было получить аналог разложения резольвенты 
квадратичной формы с конечным числом переменных для формы с бесконечным 
числом переменных. 
 Гильберт называет резольвентой формы K  выражение 
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После ряда преобразований получается 
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Это и есть искомый аналог представления резольвенты квадратичной формы с 
конечным числом переменных в виде дробей. Квадратичная форма ),( xK   есть предел 
квадратичных форм ),( xK

hm  ,где hm некоторая неограниченно возрастающая 
последовательность чисел. 
 В дальнейшем Гильберт рассматривает только такие системы чисел 

,...,,,...,, 2121 yyxx  для которых выполняются условия 
1),( xx ,    1),( yy . 

Если значения всех отрехков квадратичных форм абсолютно ограничены, то 
квадратичная форма называется ограниченной. Для случая бесконечного числа 
переменных определяются и устанавливаются простейшие свойства ортогональных 
преобразований, аналогичные случаю конечного числа переменных. Для резольвенты 
K  доказывается уравнение 

),(),,(),(),,( yxyKxKyxK    
и формула 

...),(),(),(],,[ 2  yxKKyxKyxyxK   
Из представления резольвенты видно, что она регулярная аналитическая функция для 
всех комплексных и для вещественных, не принадлежащих спектру, значений  . Для 
ограниченной квадратичной формы доказывается, что требование, чтобы   не 
было точкой сгущения собственных значений может быть отброшено. Показывается, 
что 0  не принадлежит спектру. Применение ортогонального преобразования к 
ограниченной квадратичной форме позволяет получить представление этой формы в 
виде 
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Д.Гильберт в четвертом сообщении особо останавливается на двух специальных 
случаях. Функция ,...),( 21 xxF  бесконечного числа переменных для определенной 
системы значений называется вполне непрерывной, если значения ,...),( 2211   xxF  
сходятся к ,...),( 21 xxF  как только ,..., 21   сходятся к нулю. 
 Если функция вполне непрерывна для любой системы значений со сходящейся 
суммой квадратов то такую функцию Гильберт называет вполне непрерывной. Для 
вполне непрерывной квадратичной формы Гильберт сразу получает представление в 
виде суммы квадратов 

...)( 2
22

2
11  xkxkxK , 

причем для чисел ,..., 21 kk , в случае, если их бесконечно много, единственной 
предельной точкой оказывается нуль. Гильберт указывает два достаточных признака 
вполне непрерывности форм. 
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 Противоположным случаем к вполне непрерывным формам оказывается случай, 
когда форма K  не имеет точечного спектра, а имеет только непрерывный спектр. В 
качестве простейшего примера Гильберт дает квадратичную форму 

...)( 433221  xxxxxxxK , 
непрерывный спектр, которой состоит из отрезков ]1,(  и ),1[  . Ранее Гильберт 
показал, что спектр есть замкнутое множество. Второй пример формы с тем же 
спектром 

...
16

6
14

4
12

2)( 432322212









 xxxxxxxK  

Метод предельного перехода от квадратичных форм конечного числа переменных 
Гильберт распространяется на более общие формы с бесконечным числом 
переменных. Рассматривается случай двух квадратичных форм, одна из которых 
ограничена, а другая вида 

...)( 2
22

2
11  xvxvxV , 

где ,..., 21 vv  принимает значения +1 или -1. 
 Рассматриваются также эрмитовы формы бесконечно, многих переменных, то есть 
формы 


),(

1),(
qp

qpq yxhyxH  

где комплексные коэффициенты pqh  удовлетворяют равенствам qppq hh  , а их 
действительные и мнимые части pqhRe , pqhIm  - вполне непрерывные функции 
действительных переменных ,...,,...,, 2121 yyxx . Как частный случай эрмитовых форм 
/ 0Re pqh / вводятся кососимметрические формы. 
 Здесь же теория вполне непрерывных билинейных форм позволяет 
сформулировать основные результаты о решении линейной системы с бесконечным 
числом переменных вида: 

1212111 ...)1( axaxa  , 

2222121 ...)1( axaxa  , 
…………………………… 
…………………………… 

 В следующем (пятом) сообщении Д.Гильберт дает новое обоснование общей 
теории линейных интегральных уравнений на основе теории линейных, билинейных и 
квадратичных форм с бесконечным числом переменных. Связь теории функций и 
уравнений с бесконечным числом переменных с теорией линейных интегральных 
уравнений Гильберт устанавливает с помощью системы функций 

),...(),( 21 ss  ; 
1) 

    
b

a
qp dsss 0)()(  )( qp  ;   

b

a
p dss 1)( 2 ;  

2) 

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ...
b b b

a a a

u s v s ds u s ds v s ds       

Решение уравнения Фредгольма второго рода с несимметричным ядром 


b

a

dxxsxKssf )(),()()(   

приводит к системе линейных алгебраический уравнений 
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pppp aaa   ...22111 , 
где 

 
b

a
pp dsss )()(   

b

a
pp dsssfa )()(  
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b

a
q

b

a
ppq dsdttstsKa )()(),( , 







1

)()(
p

pp xx  . 

Существенную роль в изложении Гильбертом фредгольмовской теории линейных 
интегральных уравнений играет вполне непрерывность билинейной формы 


),(

),(
qp

qppq yxayxA , 

вытекающая из ограниченности сумм квадратов чисел pqa  и pa . Гильберт показывает, 
что решение системы алгебраических линейных уравнений служит системой 
коэффициентов Фурье искомого решения интегрального уравнения. В случае если 
однородная система алгебраических уравнений имеет ненулевые решения, то по 
каждому из них строится решение однородного интегрального уравнения. В этом 
случае на свободный член неоднородного уравнения налагаются известные условия 
ортогональности с решениями интегрального уравнения с транспортированным ядром. 
В этом сообщении Гильберт рассматривает линейное интегральное уравнение 
Фредгольма второго рода без параметра. В построении теории Гильберта важное 
значение приобретает соотношение полноты. 
 Для развития спектральной теории, большой интерес представляет новое 
построение Гильбертом теории линейных уравнений с симметричным ядром, 
названных Гильбертом ортогональными, теорию которых он развивает в следующей 
главе. 
Д.Гильберт рассматривает интегральное уравнение вида  


b

a

dtttsKssf )(),()()(  , 

где ),( tsK  непрерывная симметрическая функция переменных s  и t , )(sf    - заданная 
непрерывная функция s , )(s  - искомая функция переменного s  и параметра  . 
 Из ядра с помощью полной ортогональной системы функций ),...(),( 21 ss   
образуем билинейную форму 


),(

),(
qp

qppq yxkyxK  

где 

  
b

a
q

b

a
ppq dsdttstsKk )()(),(  

и квадратичную форму 


),(
)(

qp
qppq xxkxK  

Последняя в силу неравенства 

  
b

a

b

aqp
pq dsdttsKk 2

),(

2 )),((  
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есть вполне непрерывная функция бесконечно многих переменных, ,..., 21 xx , поэтому 
по развитой ранее теории квадратичных форм бесконечно многих переменных ее 
можно преобразовать к виду  

...)( 2
22

2
11  xkxkxK , 

где  
...21 21

 xlxlxLx pppp                  для  0pk .  
Далее показывается, что однородное уравнение 

0)(),()(  
b

a

dtttsKs   

имеет для 
p

p 


1
  ( p  находится из соотношения  )()(),( xLxLxK ppp  ) 

решение, не равное тождественно нулю )()( ss p  . Затем  Гильберт Переходит к 
вопросу о разложении произвольной функции в ряд по ортогональной системе 
функций, ),...(),( 21 ss   т.е. по системе собственных функций интегрального 
уравнения. 
 Здесь теорема разложения доказывается для функций вида 


b

a

dttgtsKsf )(),()( , 

а не для функций, представимых с помощью итерированного ядра 

( 
b

a

dttgtsKKsf )(),()( , где K ”общее”ядро), как было в первом сообщении. 

Э.Шмидт устранил это ограничение, и мы видим уже современную формулировку 
теоремы о рахложении(теорема Гильберта-Шмидта): любая функция )(sf , 
представимая с помощью непрерывной функции )(sg  в виде 


b

a

dttgtsKsf )(),()( , 

разлагается по ортогональным функциям ),...(),( 21 ss  в ряд Фурье, сходящийся 
равномерно и абсолютно. 

В работе Гильберта доказывается, что для p   рассматриваемое интегральное 
уравнение не имеет решений, отличных от нулевого. Собственные значения могут, иметь 
точку сгущения только в бесконечности и каждое из них имеет конечную кратность. 
Введем обычное обозначение 

1 1...p p p n        
и линейно независимых функций 

1 1, ,...,p p p n      
Для разрешимости неоднородного уравнения при p   формулируется и доказывается 
необходимость и достаточность условий: 

    0 dssfs
b

a
q   .1,,1,  npppq   

Значения 1 2, ,...    и принадлежащие им функции    1 2, ,...x x   называются, 
соответственно, собственными значениями и собственными функциями ядра  tsK , . 

Гильбертом доказывается, что наибольшее значение двойного интеграла 
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       dsdttusutsKuJ
b

a

b

a
  ,  

для непрерывных функций  su  с условием    12  dssu
b

a

 равно обратной величине 

наименьшего положительного собственного значения ядра  tsK , , этот максимум 
достигается, если  su  есть собственная функция, принадлежащая этому собственному 
значению. 

Полнота системы собственных функций доказана Гильбертом для "общих" ядер по 
его ранее введенной терминологии и при условии замкнутости квадратичной формы 
 xK , полученной из ядра. В дальнейших главах Гильберт показывает еще некоторые 

приложения развитой им теории.  В частности, рассмотрена теория так называемых 
полярных интегральных уравнений вида 

          ,, dtttsKsssf
b

a

   

где  s - кусочно постоянная функция, принимающая значения +1 и -1, меняющая знак 
конечное число раз. Эта теория позволяет, как показал Гильберт в следующей главе, в 
теории Щтурма-Лиувилля для дифференциального уравнения второго порядка 

  0





 ukq

dx
dup

dx
d

  

отказаться от дефинитности функции  xk , допустив изменение знака функции  xk  в  
рассматриваемом интервале конечное число раз. Показывается возможность применения 
развитой теории к системам дифференциальных уравнений, на примере системы двух 
обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка. 

В шестом сообщении рассмотрены различные проблемы анализа и геометрии.  Из 
них отметим краевую задачу для системы дифференциальных уравнений в частных 
производных эллиптического типа, метод параметризации, позволяющий дать некоторое  
развитие теории для дифференциального уравнения 

0





 qz

dx
dzp

dx
d

  

где  xq  любая всюду положительная функция. Одна глава посвящена 
двухпараметрической краевой задаче: 

  0,

dyd p
dx a b y

dx
 

 
 
      

  0
















d
d
dd

, 

связанной с теоремой осцилляции Ф.Клейна. 
 Обзор и дальнейшее развитие теории для функций бесконечно многих переменных 
было сделано Д.Гильбертом на IV Международном математическом конгрессе в Риме в 
1908 году и в опубликованной в 1909г. cтатье "Сущность и цели анализа бесконечно 
многих независимых переменных" /61/. 
 Резюмируя исследования Д.Гильберта по теории интегральных уравнений, прежде 
всего, нужно отметить, что Д.Гильберт увидел и развил глубокую аналогию 
аналитических и алгебраических задач и методов. Создавая теорию линейных и 
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квадратичных форм бесконечно многих переменных, Д.Гильберт понял значение 
изучения последовательностей  1 2, ,...x x  со сходящейся суммой квадратов 




1

2

p
px  

Из линейных преобразований Гильберт выделяет ограниченные. Важнейшим открытием 
Д.Гильберта было понятие вполне непрерывности функций и форм. 
 Функция  1 2, ,...F x x  бесконечно многих переменных называется вполне 
непрерывной, если для системы чисел 

     
1 2, ,..., ,...n n n

px x x           1,2,...n   
из сходимости компонент 

 
p

n
pn

xxL 


, 

здесь L гильбертово обозначение предела. следует 
      1 2 1 2, ,... , ,... .n n

n
L F x x F x x


  

Из ограниченности линейной формы следует ее вполне непрерывность. Необходимым и 
достаточным условием вполне непрерывности квадратичной формы 

2 2
1 1 2 2 ...V x V x   

оказывается условие 
,0

 nn
VL  

а для билинейной формы 

 
qp

qp
pq yxa

,
 

достаточно сходимости 

 


qp
pqa

,

2 . 

Для вполне непрерывных квадратичных форм Д.Гильбертом была доказана возможность 
их преобразования с помощью ортогонального преобразования переменных к сумме 
квадратов 

2 2
1 1 2 2 ...k x k x  . 

Для ограниченных квадратичных форм Гильберт развил спектральную теорию 
предельным переходом от алгебраических систем. Квадратичная форма 
 xK преобразуется к виду 

   
 
 
s

p
p

p
dxkxK


 ,2 , где спектральная форма   ,   - положительно 

определенная и  зависящая от параметра  , монотонно возрастающая по   от 0 до 

 


p
p
2 .. Совершенное точечное множество S  Гильберт называет непрерывным спектром. 

Множество собственных значений называется точечным спектром. Объединение 
непрерывного, точечного спектров и их предельных точек называется спектром. 

Гильбертом получено также интегральное представление резольвенты и дан 
пример ограниченной квадратичной формы с непрерывным спектром. Для вполне 
непрерывных форм непрерывная часть спектра отсутствует. Гильберт показал, что теория 
интегральных уравнений Фредгольма связана с понятием вполне непрерывности. Теорема 
разложения дана Гильбертом сначала для замкнутых и "общих" ядер, а затем для 
непрерывных ядер с интегрируемым квадратом. 

В применении к обыкновенным дифференциальным уравнениям Гильберт 
пользовался функцией Грина для сведения краевых задач к интегральным уравнениям. 
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Для дифференциального уравнения Штурма-Лиувилля второго порядка 

0
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dx
dup

dx
d

  

Гильбертом указаны краевые условия Штурмовского типа, и нештурмовские: 

IV.    ;bhfaf           
bxhx dx

xdf
h
bp

dx
xdfap










 ; 

IV * .     ;
bxdx
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и обобщенные краевые условия: 
V.  xf  в окрестности точки ax  представима в виде    xeax  , где  xe при ax   
остается конечной; 
V * .  xf  при приближении к ax   остается конечной. 

Как было отмечено выше, после ознакомления с работами Фредгольма интерес к 
теории интегральных уравнений захватил Д.Гильберта на многие годы. В следующий 
более чем 10-летний период исследования в этом направлении были основными в его 
деятельности. 

Лекции и семинары Д.Гильберта в Геттингене с 1901 года привлекли большое 
число учеников и последователей. За сравнительно короткий период под руководством и 
влиянием Д.Гильберта были выполнены и защищены многочисленные диссертации по 
различным вопросам теории интегральных уравнений, анализа бесконечно многих 
переменных и разнообразных приложений развитых методов к задачам вариационного 
исчисления,  теории преобразований, краевым задачам математической физики и т.д. 

Первой была диссертация 0.Келлога "К теории интегральных уравнений и 
принципа Дирихле; затем последовали диссертации Мазона, Э.Шмидта, А.Миллера, 
Вестфалля, Э.Хеллингера, Г. Вейля, А.Хаара, Г.Штейнгауза, В.Виндау и др. Пребывание в 
1906г. в Геттингене определило тематику занятий Е.Л.Буницкого. 

Нет возможности, да и необходимости, осветить в деталях влияние работ 
Д.Гильберта по интегральным уравнениям,  поскольку они имели общее значение и 
определили значительные черты математики XX столетия. 

Д.Гильберт своими исследованиями связал теорию интегральных уравнений,  
теорию краевых задач,  теорию линейных преобразований в единую теорию.  Сам 
Д.Гильберт отмечал ценность единого методического изложения алгебры и анализа. 

Методы и приемы Гильберта,  использованные им при построении спектральной 
теории квадратичных форм, остались в пределах классического анализа Коши. 
Предельный переход, интегралы и другие понятия анализа употребляются им в клас-
сическом смысле.  Использование интеграла Стильтьеса не меняет положения, так как 
интеграл рассматривается на системе интервалов и предполагается узкий класс функций.  
Мы не встречаем даже объединения интегрирования по непрерывной части спектра и 
суммирования по дискретной. 
 

§ 3.  Исследования Е.Л.Буницкого, А.Миллера и У.Дини. 
 

Е.Л.Буницкий /1874-1952гг./,  получивший математическое образование в 
Одесском университете и работавший там до 1922г., а позднее в Карловом университете в 
Праге, опубликовал более 10 работ по спектральной теории краевых задач и 
примыкающим вопросам. Интерес к этим вопросам возник у него под влиянием работ 
Д.Гильберта во время пребывания в Геттингене в 1906-07гг. Уже в 1907-08гг. им были 
опубликованы три заметки по теории систем интегральных уравнений. В последующих 
работах Е.Л.Буницкий развивает теорию функции Грина решения краевых задач для 
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обыкновенных дифференциальных уравнений порядка n   /49/. Е.Л.Буницкий 
рассматривает краевые условия в общем виде 

         1 1

1 1
0

n n
i i

k ki ki
i i

C f f a f b  

 

    ,   1, 2,...,k n  

и последовательно выделяет различные классы краевых условий, позволяющие ввести 
функцию Грина в первоначальном или обобщенном смысле. 

По идее и методам исследования Е.Л.Буницкого примыкают к VП главе сообщений 
Гильберта и диссертации Вестфалля.  Исследование различных случаев доводится 
Е.Л.Буницким до формулировки теоремы разложения.  Исследования Е.Л. Буницкого 
охватывают частные случаи самосопряженных и несамосопряженных задач. 

Работы румынского математика А.Миллера /1874-1965/ выполнены под 
непосредственным влиянием и руководством Д.Гильберта.  Они относятся к периоду 
пребывания А.Миллера в Геттингене в 1909-12гг., то есть, выполнены одновременно с 
работами Д.Гильберта по теории симметрических интегральных уравнений.  В ряде статей 
/165/ А.Миллер распространяет теорию Гильберта на дифференциальные уравнения 
четвертого порядка и некоторые типы уравнений высшего порядка. 

Переход от краевых задач для дифференциальных уравнений к интегральным 
уравнениям производится с помощью функции Грина.  Таким образом, рассматриваются и 
задачи разложения функций в ряды по собственным функциям некоторых конкретных 
типов дифференциальных уравнений. А.Миллер рассматривал, в основном, регулярные 
задачи. Значение этих работ А.Миллера состоит в детализации и расширении методов 
Д.Гильберта. В дальнейшем,  по возвращении в Румынию, А.Миллер отошел от этой 
тематики. 

Итальянский математик Улисс Дини /1845-1918/ в ряде работ, начиная с 1872г. и 
до 1904г.,  занимался вопросами теории тригонометрических рядов и других 
аналитических представлений функций действительного переменного. В ставшем 
классическим трактате "Ряды Фурье и другие аналитические представления функций 
одного действительного переменного", изданном в 1880г. /77/. Дини наряду с рядами 
Фурье рассматривает обобщенные тригонометрические ряды вида 
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для которых получает необходимое и достаточное условие точечной сходимости 
("критерий Дини"). Дини уточнил результат Ганкеля 1875г. о рядах  и интегралах Фурье 
для цилиндрических функций, а также исследования Шлефли 1876г. о сходимости 
разложений по функциям Бесселя. Здесь же Дини рассматривает более общие ряды 
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1

, 

где m  обозначают положительные корни функций     zHJzJzz 
   

при условии 
2
1

 , H - некоторая постоянная. 

 В дальнейших исследованиях, обобщенных У.Дини в курсе высшего анализа в 
Пизанском университете 1903-04гг., применение Метода интегральных уравнений 
показана сходимость общих разложений Штурма-Лиувилля, эквивалентная сходимости 
тригонометрических рядов Фурье. 
Работа У.Дини послужили основой для исследований итальянских математиков 
М.Чиполло, Э.Бортолотти, М.Пиконе и других по спектральной теории 
дифференциальных уравнений и примыкающим вопросам. 
 Дини рассматривал также вопросы разложения, связанные с функциями Якоби, 
сферическими многочленами Лежандра и Эрмита. 
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 В цикле работ по обыкновенным линейным дифференциальным уравнениям Дини 
изучает уравнения n -го порядка с переменными коэффициентами. Для таких уравнений 
он получает формулы решения в общем асимптотическомвиде. Рассматривая случай, 
когда коэффициенты содержат вещественный или комплексный параметр  , Дини 
находит достаточные условия существования решения, удовлетворяющего линейным 
краевым условиям вида 

 1
0 1 1... 0n

a a n ak y k y k y 
    , 

 
 1

0 1 1... 0n
b b n bh y h y h y 

     
 К вопросам разложения функций в ряды У.Дини обращается неоднократно. В двух 
мемуарах 1873г. он рассмотрел разложения в ряды по сферическим функциям, продолжил 
исследования Пуассона, Дирихле, Бонне. Дини доказал общий критерий сходимости и 
теорему об единственности разложения. 
 В работе 1917г. Дини продолжил исследования о разложении функций в ряд вида 

 xbxaa nnnn  sincos
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, 

где n  - корни уравнения    1cos sin 0F z z F z z   , в котором  zF  и  zF1  полиномы. 
 В статье/78/ У.Дини доказал возможность разложения функций в ряд по функциям 
Якоби в форме, указанной Эрмитом. Статья представляет собой отрывок из письма Дини 
к Эрмиту и была написана под впечатлением беседы с Миттаг-Леффлером о курсе лекций 
Эрмита об эллиптических функциях. Результаты были включены в книгу Дини о рядах 
Фурье.  
 Исследование Дини о единственности разложения по функциям Лежандра 
обобщали аналогичные исследования Гейне и Кантора для тригонометрических рядов и 
были этапом к доказательству единственности разложения типа Штурма-Лиувилля, 
данном Дини в его лекциях 1911г.  
 В работах У.Дини по теории обыкновенных дифференциальных уравнений заметно 
стремление рассмотреть проблемы для уравнений любого порядка, преодолеть трудности, 
возникающие при переходе от уравнений второго порядка. В исследованиях У.Дини о 
сходимости рядов была найдена теорема об эквивалентности разложений в ряды Фурье и 
в ряды по различным классам функций, в частности многочленов. Позднее аналогичное 
доказательство для отдельных классов функций были получены независимо рядом 
авторов.  
 Высоко был оценен метод У.Дини перехода от дифференциальных уравнений 
(линейных и нелинейных) к интегральным типа Вольтерра на основе метода 
последовательных приближений. Термина  "интегральные уравнения" при этом Дини не 
употреблял. 
 Сведения о дальнейшей разработке проблем, которыми занимался Дини, можно 
найти в курсе обыкновенных дифференциальных уравнений Д.Сансоне/231/. 

 
§ 4. Исследования Г. Биркгофа и Я. Д. Тамаркина. 

В 1907 году Г. Биркгоф представил Американскому математическому обществу 
результаты своих исследований по теории обыкновенных линейных дифференциальных 
уравнений, опубликованные в следующем году в виде двух статей /13,14/. 

В первой статье Г. Биркгоф изучает асимптотику решений дифференциального 
уравнения 
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для больших значений    . Коэффициенты уравнения предполагаются аналитическими 
от комплексного параметра   и имеющими производные любого порядка по 
вещественному переменному  x.    Ранее Шлезингер  изучал другим способом 
асимптотические свойства решений на луче (  arg ). Лиувиллем, была изучена 
асимптотика вещественного параметра      для решения уравнения 
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2

 zxg
dx

zd   

Биркгоф развивает метод Лиувилля для уравнения порядка n при   bax ,  с комплексным 
параметром    ,  предполагая для коэффициентов 
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ija могут быть комплекснозначные функции вещественного переменного   x, но 
непрерывные и с непрерывными производными любого порядка. 

Обозначим через  )()...(),( 21 xWxWxW n корни уравнения 
0)(...)( 0

1
1  
 xaWxaW n

n
n  

для каждого  bax , . 
Асимптотику решений Г. Биркгоф изучает в области S, которая определяется как 

часть    - плоскости,  в которой выполняются неравенства 
     )(...)()( 21 xWRxWRxWR nn    

для любого    bax ,  и для любого .S  )(R   - вещественная часть числа .  Если 

0  точка в S, то  указанное неравенство просто следует,  если только 0argarg   . 
Поэтому луч  0argarg   принадлежит области   S. Для данного   x   указанное 
неравенство определяет некоторый замкнутый сектор 

xx   arg  
содержащий луч  0argarg   .  Наибольший замкнутый сектор   arg , общий для 
всех таких секторов и есть   S, обращается в луч,  если .   

Основная теорема Биркгофа дает асимптотические формулы для решений уравнений         
в области   S. 

Теорема.   В области S  существует  n независимых решений 
),(),...,,(),,( 21  xzxzxz n  

уравнения 
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аналитических по  , таких, что для произвольного целого m и S  имеют место 
равенства: 
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и 0iu  не обращается в нуль в какой-либо точке из (a,b).  
Метод доказательства основан на том, что дифференциальное уравнение сводится 

к эквивалентному интегральному уравнению. 
Во второй статье /14/ дано приложение полученных асимптотических формул к 

теории краевых задач и разложения функций по собственным функциям. 
Г. Биркгоф рассматривает общий случай несамосопряженных задач вместо 

изученных ранее вещественных самосопряженных задач для уравнения второго порядка. 
  Лиувилль ввел понятие сопряженных условий в частном случае. Биркгоф 

занялся возможным обобщением. У него мы встречаемся с наиболее общей постановкой 
краевых задач. Г. Биркгоф рассматривает дифференциальное выражение 
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где  2 3( ), ( ),..., ( )np x p x p x - функции вещественного переменного x на замкнутом интервале 
 ba, , непрерывные с производными всех порядков, и сопряженное дифференциальное 
выражение 
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С линейным дифференциальным уравнением порядка    n 
0)(  uuL   

  и n линейными однородными краевыми условиями для   
:)(),...,(),(),...,(),( )1()1(1 bubuauauau nn   

0)(,...,0)(,0)( 21  uWuWuW n  
 

связывается сопряженное уравнение 
( ) 0M v v   

и n сопряженных условий 
1 2( ) 0, ( ) 0,..., ( ) 0.nV v V v V v    

Для некоторых характеристических значений комплексного параметра    существует 
решение u(х), не равное тождественно нулю, или ( )v x , соответственно.  
Пусть это 

,..., 21   
и соответствующие решения 
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           У Биркгофа показана формальная теория краевых условий на основе тождества  
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Доказываются свойства: 
1) Если для     существует решение  ( )u x , то существует также решение 

v v   для    ;причем, если ( )u x  единственно, то и  ( )v x  единственно ( с точностью 
до постоянного множителя). 

2) Необходимое и достаточное условие того, чтобы    было 
характеристическим числом, если nyyy ,...,, 21  линейно независимые решения для    , 
состоит в том, чтобы определитель 
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обращался в нуль; характеристическое число простое, если все первые миноры не равны 
нулю. 
              3) Если    )(xui    и    ( )j x  принадлежат различным характеристическим числам 

i  и j , то    

( ) ( ) 0
b

i j
a

u x x dx   

В важном частном случае,  когда системы совпадают, говорят о самосопряженной 
проблеме. 

Случай,  когда ( )M v  отличается только знаком от   ( )L v , Биркгоф называет 
антисамосопряженной проблемой. 

Теорему разложения Биркгоф получает методом теории вычетов. С этой целью 
строится функция Грина     ),;,( sxG  если    не характеристическое число, для системы 

,)(  L       0)(...)()( 21   nWWW  
и );,( sxH для сопряженной системы 

,)(  M   0)(...)()( 21   nVVV , 
 

причем 
).;,();,(  xsHsxG   

Функция  );,( sxG   аналитическая по , кроме возможных полюсов, когда   ( ) 0  , то 
есть когда  - характеристическое число. 

Если   i   простое характеристическое число, для которого );,( sxG имеет 
полюс первого порядка, то вычет этой функции в этой точке равен 
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Если    n ,...,, 21 - простые характеристические числа, то, окружая их контурами Г 
получим первые     n   членов разложения как вычеты функции );,( sxG . 

Г. Биркгоф, рассмотрев случай функции Грина с простыми полюсами, не 
останавливается на получении разложения в более сложных случаях. 

Для решений уравнений 
0)(  uuL   и  ( ) 0M v v   
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при больших          на основе своих прежних исследований Биркгоф дает 
асимптотические формулы. 
              В секторе  S: 

n
l

n
l  )1(arg 

  

существуют    n    независимых решений  
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nWWW ,...,, 21  - n корней уравнения ,01 nW  m-некоторое целое положительное 
число. 

Г. Биркгоф вводит понятие регулярных краевых условий. Примером регулярных 
краевых условий для задач уравнений второго порядка служат краевые условия Штурма – 
Лиувилля 
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Пример нерегулярных краевых условий указанный Г. Биркгофом 
,0)( au          ).()(' bkuau   

Для задач с регулярными краевым условиями Биркгоф указал распределение собственных 
значений на комплексной плоскости и характеризовал системы собственных функций 

)(xui   и  ( )i x  
              Для доказательства сходимости разложения Г. Биркгоф оценивает сумму первых 
n членов разложения,  выраженную интегралом 
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используя асимптотические формулы для решений  )(xyi    уравнения  0)(  uuL   
Таким образом Г. Биргофом созданы основы систематической теории несамосопряженных 
обыкновенных дифференциальных операторов. 

Через пять лет Г. Биркгоф вновь обращается к проблеме разложения для 
обыкновенных дифференциальных уравнений   n-го порядка 
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Г. Биркгоф возражает против сомнений, высказанных Я.Д.Тамаркиным в работе /258/ 
относительно некоторых прежних его результатов.  В частности, Биркгоф более подробно 
излагает теорию для частных значений n. Замечания Биркгофа относятся к природе 
характеристических значений, теорем  разложения и преобразования функции Грина. 

В статье Г.Вейля /42/ рассмотрены интересные вопросы о связи собственных 
значений данных ядер  'K  и  "K    и их суммы, аппроксимации ядра билинейной 
комбинацией конечного числа собственных функций,  вопросы асимптотического 
распределения собственных значений для некоторых дифференциальных уравнений в 
частных производных и применение полученных результатов к физическим вопросам 
теории излучения. 

В работе Я.Д.Тамаркина /258/ намечается развитие теории Штурма - Лиувилля на 
классы несамосопряженных задач.  В обширном труде /259/ Я.Д.Тамаркин рассматривает 
общие задачи спектральной теории обыкновенных дифференциальных уравнений. В 
работе изучаются системы дифференциальных уравнений вида 
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в которых коэффициенты  )(xaik  и  )(xpk  вещественные или комплексные функции 
действительного переменного x  и комплексного параметра  , причем точка   есть 
полюс коэффициентов относительно переменного x. Коэффициенты предполагаются 
непрерывными в промежутке  ba, . Для интегрирования изучаемой системы 
дифференциальных уравнений Я.Д.Тамаркин обобщает метод Дини, состоящий в 
применении рядов весьма общего вида. Затем получаются асимптотические представ-
ления решений системы и функций Грина и изучаются трансцендентные уравнения,  
определяющие характеристические числа.   В заключение получена основная теорема о 
характеристических числах (теорема 9) и теорема разложения (теорема 11), Для само-
сопряженной задачи Я.Д.Тамаркиным доказана вещественность и простота полюсов 
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функции Грина в достаточно общем виде, содержащем все ранее известные результаты и 
методы (в частности и метод В.А.Стеклова). 

В книге Я.Д.Тамаркин пользуется интегралом Лебега, отмечая ограничения 
условий при употреблении интегралов Римана.  Асимптотические представления решений 
дифференциальных систем и уравнений,  полученные Тамаркиным независимо от не-
сколько ранее опубликованных работ Г. Биркгофа,  применяются для доказательства 
существования собственных функций. 

Для получения разложения произвольной функции в ряды по собственным 
функциям развивается метод Пуанкаре,  состоящий в построении функции Грина и 
доказательстве представления функции f(x) в виде интегрального вычета функции 
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и дальнейшего его выражения в виде ряда по собственным функциям. Основной прием 
получения формулы разложения у Тамаркина заключается в том, что из выражения 
произвольной функции в виде определенного интеграла 
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После разложения функции Грина на простейшие дроби выделяется часть, не зависящая 
от  . Полученная Тамаркиным общая теорема разложения позволяет получить ранее 
известные разложения как весьма частные случаи. 

Полученная Я.Д.Тамаркиным теорема разложения 
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содержит не только фундаментальные, но вообще все главные функции, что характерно 
для несамосопряженных операторов. На эту возможность Я.Д.Тамаркин указал еще в 
работе 1912 г./258/.  Приведенный в § 4   Я.Д.Тамаркиным    пример обобщает результаты 
Штурма - Лиувилля, Стеклова, Биркгофа, Фабера, Зоммерфельда, Мизеса. 
Заключительная глава книги Я. Д.Тамаркина посвящена изучению разложения 
произвольной функции в ряды по главным и фундаментальным функциям.   В частности 
показано, что теорема Кантора о единственности разложения не имеет места. 

Значение исследований Я.Д.Тамаркина заключается в том, что развитые им 
методы позволили начать изучение несамосопряженных дифференциальных операторов, 
выявив в конкретной форме многие особенности общей теории. 

 
 




