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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время компьютерное моделирование резко расши-
рило сферу своего применения в различных областях знаний. Это
относится и к теории графов – разделу прикладной математики, ко-
торый нашёл своё применение: в теории игр и квантовой химии,
экономике и политике, логистике и социологии, биологии и медици-
не, оптимальном управлении и навигации, создании сложных про-
граммных комплексов и анализе современных компьютерных сис-
тем на основе сетей Петри [1 – 7]. Свойства графов активно исполь-
зуются и для решения краевых задач на сетевых системах (нефте-
проводах, газопроводах, электросетях и т.д.), в решении сложных
задач на многопроцессорных вычислительных системах (МВС).
Граф алгоритма позволяет получить представление о том, как рас-
пространяется и преобразуется информация при его реализации [8,
9], что особенно важно для оптимизации параллельных вычисли-
тельных алгоритмов. Перспективным направлением решения слож-
ных задач теории графов являются имитационные методы, основан-
ные на природных механизмах принятия решений (клеточных авто-
матах, муравьиных алгоритмах, генетических алгоритмах и др.) [10].
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Г л а в а  1

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ ГРАФОВ

1.1. Из истории теории графов

Теория графов как математическая дисциплина стала активно
развиваться еще со времен Эйлера (1707 – 1783 гг.), который в 1736 г.
решил задачу о Кёнигсбергских мостах [2]. В городе два острова,
соединенные семью мостами (см. рис. 1.1). Можно ли побывать на

всех четырёх частях суши, пройдя по каждому мосту один раз и

оказаться на той части суши, с которой началось движение?

B

C

A
L

1
4

2
3

6

7

5

Рис. 1.1

Термин граф, который был введен в употребление Кенигом,
подразумевает наличие наглядной графической интерпретации рас-
сматриваемого объекта. Эйлер отождествил с точкой (вершиной
графа) каждую часть суши, а каждый мост – с линией (ребром графа),
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соединяющей соответствующие
точки. Получился граф, изображён-
ный на рис. 1.2.

Анализируя этот граф, Эйлер
доказал, что сформулированная
выше задача о мостах не имеет ре-
шения.

Важным стимулом к развитию
теории графов явилась возникшая в
середине XIX в. задача о четырех
красках. Любую карту на плоско-

сти раскрасить в четыре цвета

так, чтобы смежные страны имели различные цвета. Решить эту
задачу удалось только в конце ХХ в. с помощью компьютера [11].

1.2. Граф и его дополнение

Графом G(V, E) называется совокупность двух множеств – непус-
того множества объектов некоторой природы V (вершин графа) и
множества E неупорядоченных пар элементов множества V,
называемых ребрами графа (V ≠ ∅, E ⊆ V × V). Таким образом, граф
определяется множеством вершин V, множеством рёбер E (подмно-
жеством двухэлементных подмножеств множества V) и отношением

инцидентности, которое каждому ребру сопоставляет одну или две
вершины. При изображении графов на рисунках отрезки (ребра)
могут быть криволинейными и прямолинейными, а длины отрезков
и расположение точек произвольно. Будем рассматривать только
такие графы, у которых множества V(G) и E(G) конечны
(n = n(G) =│V│, m = m(G) =│E│) [11 – 16].

Ребро графа называется звеном, если у него два конца, и петлей,
если конец один (петля это ребро, у которого два конца совпадают).
Два или более звеньев, имеющих одинаковые пары концов, образу-
ют кратное соединение и называются кратными рёбрами. Граф без
петель и кратных рёбер называется простым. Примеры графов изо-
бражены на рис. 1.3.

A

C

B

L

Рис. 1.2
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Один и тот же граф    n = 4,     m = 4

Граф-вершина Граф-петля Граф-звено

n = 5,  m = 8 n = 5,  m = 2 n = 3,  m = 0

 Граф куба Граф с петлями

Рис. 1.3

Вершины графа будем обозначать буквами русского и латинского
алфавитов или цифрами, а ребра графа – парами вершин (А, B), (В, С)
или буквами латинского алфавита.

Мультиграфом называется пара множеств, состоящая из множе-
ства вершин и множества ребер, причем две вершины могут быть
соединены более чем одним ребром. Например, граф на рис. 1.4 яв-
ляется мультиграфом.
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Говорят, что вершины графа x, y – смежные, если они соединены
ребром. Поэтому вершины C и D на рис. 1.4 являются смежными, а
D и A – нет.

A

B

C

D

Рис. 1.4

Граф называется полным, если любые две различные его верши-
ны соединены одним и только одним ребром. Такой граф имеет мак-
симальное число ребер. Каждой вершине в полном графе с n верши-
нами, который в дальнейшем будем обозначать Kn, принадлежит (n –
 1) ребро. Но в произведении n(n – 1) каждое ребро учитывается
дважды, поэтому в полном графе n(n – 1)/2 ребер. На рис. 1.5 приве-
дены примеры полных графов: K3, K4, K5.

Рис. 1.5

Граф, не являющийся полным, можно преобразовать в полный,
добавив к нему недостающие ребра. Дополнением графа G называ-
ется граф D с теми же вершинами, что и граф G, и теми и только
теми ребрами, которые необходимо добавить к графу G, чтобы
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получился полный граф. На рис. 1.6 представлен неполный граф и
его дополнение.

 Неполный граф G Полный граф Дополнение графа G

Рис. 1.6

В табл. 1.1 приведено число различных графов с n вершинами
и m ≤ n(n – 1)/2 ребрами, которые можно получить из полного
графа [3].

Т а б л и ц а  1 . 1

n

m
 2 3 4 5

0 1 1 1 1

1 1 1 1 1

2 1 2 2

3 1 3 4

4 2 6

5 1 6

6 1 6

7 4

8 2

9 1

10 1

∑ 2 4 11 34

В общем случае, в графе число ребер, которым принадлежит та
или иная вершина, различно.

Степенью (валентностью) νА вершины А называется число рёбер
графа, которым принадлежит эта вершина (число ребер, инцидент-
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ных вершине А, причем петля считается дважды). На рис. 1.7 пред-
ставлены графы с различными степенями вершин.

CA CB

E

D

F

A

DB

A

D

B

C

 νА = 1 νF = 2 νD = 3,   νА = 2

Рис. 1.7

Вершина А является четной, если νА – четно, и нечетной, если
νА – нечетно. Вершины, у которых νА = 1, называются висячими.

У полного графа с n вершинами степень любой вершины νА = n – 1,
для изолированной вершины νА = 0.

Утверждение 1.1. Во всяком графе G сумма степеней всех его
вершин число четное, равное удвоенному числу ребер графа.

Доказательство. При определении степеней вершин графа каж-
дое ребро учитывается два раза, поэтому

1

2

n

i

i

p

=

ν =∑ ,

где n – число вершин, p – число ребер. ■
Утверждение 1.2. Во всяком графе с n вершинами (n ≥ 2) всегда

найдется по крайней мере две вершины с одинаковыми степенями.
Доказательство. Каждая вершина графа с n вершинами может

иметь степень 0,1,2,…, n – 1. Пусть все вершины имеют разную сте-
пень. Но этого не может быть, так как если есть вершина степени 0,
то не может быть вершины степени n – 1 (так как она может быть
соединена всего лишь с n – 2 оставшимися вершинами). Таким обра-
зом, найдутся хотя бы две вершины с одинаковыми степенями. ■

Часть вершин графа G и все инцидентные к ним рёбра образуют
подграф графа G. Если такой подграф полный, то он называется кли-

кой графа G. Очевидно, что множество подграфов определяется ко-
личеством вершин исходного графа. Все вершины и часть инци-
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дентных им рёбер называется суграфом (остовным подграфом) гра-
фа G. Например, на рис. 1.8 приведены подграф и суграф графа G1.

Подграф :G1 Суграф :G1

x1

x2 x3 x4

x1

x2 x3 x4

x5x1

G1:

x2 x3 x4

x5

Рис. 1.8

Если А и В два множества, то для них можно ввести следующие
операции: объединение, разность и пересечение множеств. На
рис. 1.9 для этих операций приведены диаграммы Эйлера.

Рис. 1.9

Соответствующие операции (объединение, разность и пересече-
ние) вводятся и для графов. При этом предполагается, что при уда-
лении вершины графа удаляются и все инцидентные ей ребра. На
рис.1.10 для графов G1 и G2 приведены графы G1 ∪ G2, G1\G2, G1∩G2.

x1

G1:

x2 x3 x4

x5 x1

G2:

x2

x1

x2 x3 x4

x5

x3 x4

x5 x1

x2

G1 ∪ G2 G1\G2 G1∩G2

Рис. 1.10
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Используя символы таблицы Менделеева, в химии графы приме-
няются для изображения молекул. Например, на рис. 1.11 представ-
лены мультиграфы молекул ацетилена (C2H2) и этилена (C2H4).

H H

C C

H H

H H

C C

Рис. 1.11

1.3. Маршрут в графе, цикл, связанность

Рассмотрим граф на рис. 1.12, в котором из вершины x1 в x5 мож-
но попасть различными способами.

Маршрутом в графе называется чередующаяся последователь-
ность вершин ai и ребер ei

a = a0, e0, a1, e1, …, en–1, an = b,
где ei = (a1, ai+1), a – начало маршрута, b – конец маршрута. Маршрут
можно задавать, например, перечислением его вершин (a0, a1,…, an).
В маршруте ребра и вершины могут повторяться. Если в нем все
ребра различны, то он называется цепью. В цепи вершины могут по-
вторяться. Если все вершины в цепи различны, то она является про-

стой цепью. Например, на рис. 1.12 последовательность вершин x1,
x2, x3, x4, x6, x4, x5 является мар-
шрутом из x1 к x5, а вершины x1,
x2, x3, x4, x5 определяют простую
цепь (простой путь) из x1 в x5.
Длина маршрута в графе изме-
ряется количеством ребер в нем
(с повторениями). Длина крат-
чайшей простой цепи, соеди-
няющей вершины А и В, опре-
деляет расстояние между ними.

x
1

 x
2

x5

 x4

 x3

x6

Рис. 1.12
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Циклом называется замкнутая цепь, в которой совпадают ее на-
чальная и конечная вершины. Простым циклом в графе называется
простая замкнутая цепь. На рис. 1.12 x2, x3, x4, x6, x5, x4, x2 – цикл, x2,
x3, x4, x2 – простой цикл. Очевидно, что в простом цикле с n верши-
нами (n ≥ 3), который будем обозначать Сn, содержится n рёбер. На
рис.1.13 представлены простые циклы: С3, С5, С6 . Длина цикла изме-
ряется числом рёбер в этом цикле.

CA

B CB

E

D

F

A

A

DB

C

E

Рис. 1.13

В простой цепи число вершин на единицу больше, чем число ре-
бер, а в простом цикле их количество совпадает.

Для графа G на рис. 1.14 все циклы длины 4: (AB, BC, CD, DA),
(AE, ED, DC, CA), (AD, DE, EB, BA), (AC, CB, BE, EA), являются про-
стыми.

A

B

C

DE

Рис. 1.14

Утверждение 1.3. В графе G любой цикл содержит простой цикл.
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���������	
���.  При числе ребер m = 1 цикл (петля с одним
ребром) является простым. Пусть утверждение верно для циклов
длины не больше m – 1. Рассмотрим произвольный цикл С длины m.
Он либо является простым, либо проходит через некоторые верши-
ны более одного раза. На таких вершинах существует цикл длины не
больше m – 1, содержащий простой цикл. ■

Утверждение 1.4. Если у графа G все простые циклы четной
длины, то граф не имеет ни одного цикла нечётной длины.

���������	
���.  1. Если граф является простым циклом, то до-
казательство очевидно.

2. Пусть у графа с простыми циклами четной длины найдется
цикл нечетной длины. Во всяком непростом цикле нечетной длины
найдется вершина, которая повторяется более одного раза, как, на-
пример, на рис. 1.15.

A

B

C

D

E

F

Рис. 1.15

В такой вершине цикл можно разделить на два: четной и нечет-
ной длины. Будем продолжать расчленять непростые нечетные цик-
лы на четные и нечетные, пока не дойдем до простых циклов. Один
из таких циклов должен иметь нечетную длину. А это противоречит
условию, что все циклы четные. ■

Две вершины А и В графа G называются связанными, если в графе
есть цепь (путь) с концами А и В. Две вершины А и В не связаны в G,
если в графе нет ни одного пути, связывающего их. Граф называется
связным, если любые две его вершины связаны. Граф называется


