
ТОМСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ
МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ

КАФЕДРА ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И КОМПЬЮТЕРНОГО
МОДЕЛИРОВАНИЯ

В.Н. Берцун

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ
МОДЕЛИРОВАНИЕ

НА ГРАФАХ

Часть II

Издательство Томского университета
2013



УДК 519.17
ББК 22.174
Б 527

Рецензенты:

Доктор техн. наук, профессор ТГУ
А. Ю. Матросова

Кандидат техн. наук, доцент ТГУ
В. А. Беляев

                      Берцун В.Н.
Б 527     Математическое моделирование на графах. Часть 2: Томск:
              Изд-во Том. ун-та, 2013. − 88 с.

       ISBN 978−5−7511−2211−9

Описывается математическое моделирование прикладных задач и оптими-
зация вычислительных алгоритмов для высокопроизводительных компьютеров
(кластеров).

В книге содержатся три раздела теории графов: матрицы, связанные с гра-
фами, характеристические числа графов и параллельные алгоритмы на графах.

Для специалистов, занимающихся математическим моделированием приклад-
ных задач, и студентов математических и физико-математических факультетов.

УДК 519.17
ББК 22.174

ISBN 978−5−7511−2211−9 Ó В. Н. Берцун, 2013



3

ОГЛАВЛЕНИЕ
ВВЕДЕНИЕ ............................................................................................................................ 4
1. МАТРИЦЫ, СВЯЗАННЫЕ С ГРАФАМИ................................................................ 5
    1.1. Матрица смежности и инцидентности .................................................................... 5
    1.2. Матрица достижимости, расстояний и примыканий .......................................... 11
    1.3. Матрица Кирхгофа и точки Штейнера.................................................................. 15
    1.4. Информационный граф............................................................................................ 19

2. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ ЧИСЛА ГРАФОВ ..................................................... 23
    2.1. Цикломатическое число........................................................................................... 23
    2.2. Хроматическое число и хроматический индекс .................................................. 26
    2.3. Хроматический многочлен...................................................................................... 29
    2.4. Спектры графов......................................................................................................... 35
    2.5. Число внутренней устойчивости графа ................................................................ 42
    2.6. Число внешней устойчивости графа ..................................................................... 45

3. ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ АЛГОРИТМЫ НА ГРАФАХ ................................................ 48
    3.1. Алгоритм Дейкстры ................................................................................................. 48
    3.2. Алгоритм Флойда и его модификация .................................................................. 55
    3.4. Параллельный алгоритм Флойда ........................................................................... 60
    3.5. Параллельный алгоритм нахождения коэффициентов

характеристического многочлена графа ................................................................................... 63
    3.6. О разделении графа на домены .............................................................................. 66
    3.7. Математическое моделирование теплообмена в стержневых системах . ....... 69

ЛИТЕРАТУРА .................................................................................................................... 75

ПРИЛОЖЕНИЕ 1 .............................................................................................................. 77

ПРИЛОЖЕНИЕ 2 .............................................................................................................. 84



4

ВВЕДЕНИЕ

Граф – это наглядный образ, который дает максимум пространст-
венных и структурных представлений, является одним из гибких ма-
тематических объектов, способных легко приспосабливаться под лю-
бую конкретную модель [1−5].

Графами представляются схемы авиалиний и схемы метро, ней-
ронные сети, а на географических картах – реки и железные дороги.
В виде графов можно изображать химические молекулы и отношения
между людьми, электронные схемы и информационную структуру
алгоритмов. Свойства и алгоритмы теории графов используются в по-
исковых системах, обработке изображений, а также при решении за-
дач логистики, гемодинамики, управления рисками и динамики меха-
тронных систем.

Большинство численных методов решения краевых задач основа-
ны на моделировании непрерывной области изменения независимых
переменных связным графом (регулярной или нерегулярной сеткой).
Значительный интерес представляет решение прикладных задач по
расчету, например, стержневых систем, характеристик течения в сис-
темах трубопроводов, теплового состояния электрических сетей, об-
ласть определения которых является связным графом.

При создании экономичных параллельных вычислительных алго-
ритмов на графах большой размерности часто требуется обеспечить
сбалансированную загрузку процессоров кластера на основе рацио-
нального разбиения многомерного сеточного графа на домены с уче-
том минимизации обменов.
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2. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ ЧИСЛА ГРАФОВ

2.1. Цикломатическое число

Рассмотрим мультиграф G, у которого n – вершин, m – ребер, p –
компонент связности. Число l(G)=m−n+p называется цикломатиче-
ским числом мультиграфа G. На рис.2.1 представлены графы и их
цикломатические числа [1].

n=8, m=10, p=2, l=4;

n=4, m=5, p=1,l=2;                        n=4, m=3, p=1, l=0

Рис. 2.1. Цикломатические числа графов

Утверждение 2. Цикломатическое число графа не может быть от-
рицательным.

Доказательство. Для простого графа с n вершинами и p компо-
нентами рассмотрим неравенство m ³ n  –p. Докажем его справедли-
вость методом индукции. Для графа с числом ребер m=0 (n изолиро-
ванных вершин) неравенство очевидно. В связном графе удаление
ребра из каждого цикла не нарушает связности полученного графа, а
число удаленных ребер совпадает с числом циклов. Минимальное
число ребер m0, при котором каждая компонента  графа будет еще
оставаться связной,  соответствует остовному лесу. Удаление ребра из
такого леса приводит к увеличению компонент связности на единицу.
Поэтому, пусть верно неравенство

m0 –1³ n − (p+1), тогда m0 ³  n−p Þl ³ 0.
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Пример. На острове имеются рисовые поля, окруженные плоти-
нами (см. рис. 2.2). В каком минимальном количестве плотин (ребер
графа)  необходимо сделать отверстия для орошения всех полей.

Рис. 2.2. Граф полей

Задача будет решена, если разомкнуть все циклы, а минимальное
число ребер, которое при этом придется удалить, совпадает с цикло-
матическим числом l=4. Удалив 4 ребра, например l2, l6, l8, l9, превра-
тим граф G в остовное дерево, изображенное на рис 2.3

Рис. 2.3. Остовное дерево графа 2.2

Если удалить ребер больше l=4, то из графа G получится лес.
Задача имеет столько решений, сколько существует каркасов у
графа.

Рассмотрим теперь граф на рис. 2.4а, для которого l=2 . Прида-
дим каждому ребру графа (e1, e2, e3, e4, e5) произвольную ориентацию,
тогда получим соответствующий орграф 2.4б.

б)

3x
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а)                                      б)
Рис. 2.4. Граф и его ориентация

У графа 2.4а имеются, например, циклы

d1=(�o1, �o2, �o3, �o1), d2=(�o1, �o2, �o3, �o4, x1), d3=(�o3, �o1, �o4, �o3).

Говорят, что цикл d1=(�o1, �o2, �o3, �o1) проходит дугу e1 и e2 в прямом
направлении (по ориентации), а e3 в обратном направлении (против
ориентации). �<�_�d�l�h�j���p�b�d�e�h�f���K(d) называется вектор размерности m с
компонентами

ci(d)=ri(d)�í si(d),
где ri(d), si(d) �í  число проходов цикла d по дуге ei в прямом и обрат-
ном направлении соответственно [18]. Например,

�K(d1)=[1, 1, �í 1, 0, 0], �K(d2)=[1, 1, 0, 1, 1],
�K(d3)=[0, 0, �í 1, �í1, �í 1].

Циклы di�� �g�Z�a�u�\�Z�x�l�k�y�� �e�b�g�_�c�g�h�� �g�_�a�Z�\�b�k�b�f�u�f�b, если соответст-
вующие им вектор - циклы C(di), (i=1,...,�O) линейно независимы. Оче-
видно, что цикл �K(d2) является линейно зависимым, так как

�K(d2)=1 �K(d1)+(�í 1)��̃K(d3).
Любой непростой цикл всегда можно представить как линейную

комбинацию простых циклов.
Независимое максимальное множество простых циклов называет-

ся �n�m�g�^�Z�f�_�g�l�Z�e�v�g�u�f�b���p�b�d�e�Z�f�b (�[�Z�a�b�k�h�f���p�b�d�e�h�\). В каждом базисном
цикле есть одно ребро, не содержащееся в других циклах базисного
множества. Базис циклов связного графа, например, на рис. 2.2 может
быть получен добавлением к его каркасу на рис. 2.3 ребер (хорд) гра-
фа, образующих независимые простые циклы (каждый из них содер-
жит ребро, не принадлежащее ни одному из остальных циклов). Оче-




