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СЕКЦИЯ «АЛГЕБРА» 
 

 
ПРИМЕНЕНИЕ АВТОМОРФИЗМОВ КОЛЬЦА  

ЦЕЛОЧИСЛЕННЫХ МАТРИЦ ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ 
КРИПТОСИСТЕМ. 

 
Горбунов Е.С. 

Научные руководители: доцент к. ф.-м. н.  Росошек С.К., доцент 
к. ф.-м. н. Зиновьев Егор Геннадьевич  
Томский государственный университет 

E-mail: Ghostman23@mail.ru 
 

Рассмотрим группу D(��), порожденную матрицами вида: 

�� = �1 0 0 			0
0 −1 0 			0
0

0

0

0

1 			0
−1 −1

�, �� = �1 0 0 			0
0 −1 0 			0
0

0

0

0

−1 −1

0 			1 �, 

 �� = �1 0 0 			0
0 1 0 			0
0

0

0

0

−1 −1

1 			0 �, �� = �1 0 0 				0
0 1 0 				0
0

0

0

0

0 				1
−1 −1

�,

 

�� = �1 0 0 0
0 −1 0 0
0

0

0

0

0 1

1 0

� 

Группы D(��) и �� изоморфны. Также справедлив изоморфизм 
групповых колец ℤ�� ≅ 	ℤ�(��). Каждый автоморфизм группового 
кольца ℤ�(��) является внутренним. Структура группы обратимых 
элементов этого кольца - полупрямое произведение тривиальной 
подгруппы обратимых элементов (±��) и свободной группы �� ран-
га 3. 

В своей работе я рассматриваю  криптосистему в ℤ�(��), осно-
ванную на криптосистеме Эль-Гамаля. 

 
Литература 

1. Rososhek S. K. Integral Group Ring ZS3 Automorphisms Cryptosystem (Гото-
вится к печати). 

2. Алферов А. П., Зубов А.Ю. Основы криптографии. М.: Гелиос АРВ, 2002. 
480 с. 

3. Кострикин А. И., Манин Ю. И., Линейная алгебра и геометрия СПб: Лань 
2008., 304 с. 
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О ТОЖДЕСТВАХ ЯКОБИ  
В АССОЦИАТИВНЫХ АЛГЕБРАХ 

 
Ивашкина К.С. 

Научный руководитель: д.ф.-м.н., профессор, Лавров П.М. 
Томский государственный педагогический университет 

E-mail: ivashkina_kseniya1418@inbox.ru 
 

В работе вводится новое тождество в ассоциативных алгебрах, 
которое записывается в терминах простых коммутаторов. Заметим, 
что для любой ассоциативной алгебры и любых	�,	,
��	можно 
обнаружить следующее тождество �,	
� + 
,�	� + 	,
�� ≡ 0. (1) 

С ассоциативными алгебрами обычно связывается тождество 
Якоби, записываемое в терминах двойных коммутаторов ��, 	,
��+ �
, �,	��+ �	, 
,��� ≡ 0.              (2) 

Коммутатор	∙,∙� для произвольных двух элементов	�,	 ∈ � вво-
дится по правилу �,	� = �	 − 	�. (3) 

Из (3) следует свойство линейности �,	 + 
� = �,	� + �,
�             (4) 

и правило Лейбница 	�,	
� = �,	�
 + 	�,
�. (5) 

Мы предлагаем рассматривать тождество (1) как основное (ба-
зисное) тождество для ассоциативных алгебр. Основанием для этого 
служит тот факт, что из тождества (1) следует тождество Якоби. 
Действительно, рассматривая наряду с (1) тождество �,
	� + 	,�
� + 
,	�� ≡ 0               (6) 

и вычитая из (1), с учетом свойства линейности (4) мы получаем 
тождество Якоби (2). В свою очередь, вывести тождество (1) из 
тождества Якоби (2) не удается. 
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ПРИМЕНЕНИЕ ВНУТРЕННЕГО  
АВТОМОРФИЗМА В КОЛЬЦЕ  

ЦЕЛОЧИСЛЕННЫХ МОДУЛЯРНЫХ МАТРИЦ 
ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ КРИПТОСИСТЕМЫ 

 
Ковалёва Т.Л. 

Научные руководители: доцент к. ф.-м. н. Росошек С.К., доцент 
к. ф.-м. н. Зиновьев Е.Г. 

Томский государственный университет 
E-mail:  Ghostman23@mail.ru 

 

Криптографическая стойкость системы Эль-Гамаля основана на 
сложности проблемы логарифмирования в мультипликативной 
группе конечного простого поля [2]. 

Эта система допускает следующее обобщение. Пусть 2( )pGl ℤ - 

общая линейная группа. Генерируем большое простое число p,  
фиксируем некоммутативные матрицы 2, ( )pU X GL∈ ℤ и , , pk l s∈ℤ . 

 Открытый ключ представляет собой 

1 2 3( , , ) ( , , )s k s l
oK P P P X U X U U−= = , секретный ключ ( , , )çK U k s= . 

Шифруем послание 2( )pm M∈ ℤ , выбираем , pr t ∈ℤ  и 

вычисляем шифр-текст 1 2 3 1 3 3 2 3( , ) ( , )r t r r t rC C P P P mP P P− − − −= .  

Для расшифрования вычисляем 2 1
s k sC U C U m− = , используя 

секретный ключ [1]. Приведем алгоритм на языке автоморфизмов.  
Пусть 2 2: ( ) ( )p pGL GLϕ →ℤ ℤ - внутренний автоморфизм, т.е. 

1( )A U AUϕ −=  [3]. Тогда открытым ключом является 

( , ( ), ),s k l l l l
oK X X U AUϕ ϕ ϕ −= = . При шифровании 

1 ( )rl t rl rl tC U X U Xϕ−= = , 2 3 2 3 ( )r t r rl s ktC mP P P m Xϕ− − + −= = .   

Расшифрование: 

( )2 1 ( ) [( ( ))] ( )s k s rl s kt s rl t k rl s kt kt rl sC U C U m X X m X X m E mϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− + − + − += = = =
 

Литература 
1. Rososhek S.K. Сryptosystems of modular matrix ring. (Готовится к печати). 
2. Алферов А. П., Зубов А.Ю., Кузьмин А.С., Черемушкин А.В. Основы 

криптографии. М.: Гелиос АРВ, 2002. 480 с. 
3. Винберг Э.Б. Курс алгебры. М.: Изд-во «Факториал Пресс», 2001. – 544 с.  
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НИЛЬРАДИКАЛ И ПЕРВИЧНЫЙ РАДИКАЛ  
КОЛЕЦ ЭНДОМОРФИЗМОВ АБЕЛЕВЫХ Р-ГРУПП 
 

 Норбосамбуев Ц.Д. 
Научный руководитель: профессор, д.ф.-м.н. Крылов П.А. 

Томский государственный университет 
E-mail: nbtddt@sibmail.com 

 

Пусть А – абелева группа, с ней можно связать ассоциативное 
кольцо с единицей – её кольцо эндоморфизмов Е(А). Изучение ко-
лец эндоморфизмов абелевых групп представляет интерес по не-
скольким причинам: во-первых, оказывается возможным получить 
дополнительные сведения о самих группах, ввести в рассмотрение 
новые понятия и методы, выделить новые интересные классы групп; 
во-вторых, это стимулирует дальнейшие исследования по теории 
абелевых групп, модулей и их колец эндоморфизмов. Общеизвестна 
очень важная роль радикала Джекобсона J ( E (А ) ) , нильрадикала 
N(E(A)) и первичного радикала P(E(A)) в структурной теории колец.  
Таким образом, встает вопрос о изучении радикалов кольца Е(А). 
Нужно особо подчеркнуть, что поскольку Е(А) – кольцо эндомор-
физмов, а не абстрактное кольцо, описание и свойства радикалов 
J ( E (А ) ) ,  N(E(A)) и P(E(A)) нужно формулировать в терминах дей-
ствия эндоморфизмов на группе А. 

Для ограниченной р-группы имеется полное описание радикалов 
её кольца эндоморфизмов. Если А – периодически полная р-группа, 
то радикал Джекобсона J ( E (А ) )  совпадает с идеалом Н(А) – идеа-
лом эндоморфизмов, повышающих р-высоты элементов нижнего 
слоя. Если А – ограниченная сумма циклических р-групп, то 
P(E(A))=N(E(A))=J ( E (А ) ) = Н(А). 

Если А – неограниченная р-группа, то описание первичного ра-
дикала и нильрадикала её кольца эндоморфизмов представляет 
сложную задачу. Для случая неограниченной р-группы удалось 
установить следующие факты. 

1) Радикалы кольца Е(А) не совпадают, то есть имеют место 
строгие включения P(E(A))⊊N(E(A))⊊J ( E (А ) ) .  

2) В кольце Е(А) есть нильпотентные идеалы (левые, правые, 
двусторонние) любого индекса нильпотентности. 
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ОТНОСИТЕЛЬНЫЕ ГОЛОМОРФЫ СВОБОДНЫХ 
АБЕЛЕВЫХ ГРУПП 
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При изучении группы G  важное место имеет понятие голомор-
фа. Голоморф является полупрямым расширением группы G с по-
мощью группы её автоморфизмов ( )Aut G ; обозначаем его через 

( )GΓ . Голоморф группы можно рассматривать как множество пар 

вида ( , )g σ , где g G∈ , ( )Aut Gσ ∈ . ( )GΓ  является группой относи-

тельно операции сложения, введенной следующим образом: 
( , ) ( , ) ( , )g a g aσ τ σ στ+ = + . Часто вместо всей группы ( )Aut G  рас-

сматривается некоторая подгруппа Φ  группы ( )Aut G . В этом слу-

чае естественным образом возникает понятие относительного голо-
морфа; обозначаем его через ( , )GΓ Φ .  

Отметим, что ряд интересных результатов об относительных го-
ломорфах абелевых групп был получен И. Х. Беккером [1]. 

Ранее было доказано, что свободные абелевы группы с изоморф-
ными голоморфами изоморфны [2]. В настоящий момент в моих 
исследованиях изучаются свободные абелевы группы и их опреде-
ляемость относительными голоморфами. Точнее, при определенных 
ограничениях на подгруппу Φ , исследуется справедливость следу-
ющего результата: 

Теорема. Если G  и 'G – свободные абелевы группы, каждая из 
которых изоморфна нормальной подгруппе относительного голо-
морфа другой группы, то G  и 'G  изоморфны. 

 
 

Литература 
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ПОСТРОЕНИЕ ПЛОСКОГО ПРОФИЛЯ  

ДИСКОВОЙ ФРЕЗЫ, ОБРАБАТЫВАЮЩЕЙ  
ДЕТАЛЬ ПЕРЕДАТОЧНОГО МЕХАНИЗМА 

 
Гомбоев Э.Д.  

Научный руководитель: профессор, д.ф.-м.н. Щербаков Н.Р.  
Томский государственный университет 

E-mail: erdem_g@mail.ru 
 

Острая кромка, получающаяся при обрезании зубьев выходной 
детали цилиндром, сглаживается поверхностью, образованной 
окружностями, касающимися базовых кривых поверхности зуба и 
круговых сечений цилиндра. Строятся плоские сечения выходной 
детали и сглаживающей поверхности, параллельные оси вращения 
детали и вектору наклона зуба. Точки касания кривых, получаю-
щихся в этих сечениях, с круговыми сечениями дисковой фрезы 
проектируются в плоскость, перпендикулярную направлению зуба. 
В результате получается плоский профиль дисковой фрезы. Полу-
чены уравнения сглаживающей поверхности и плоско-
параллельных сечений. Массив точек плоского профиля фрезы по-
лучен численно с использованием пакета MathCad. 
 

 
Рис.1.I-цилиндр обрезающий зуб детали, II-сглаживающая поверхность, III-

плоские сечения, IV-поверхность зуба выходной детали. 
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ГРАФИЧЕСКИЕ ПОСТРОЕНИЯ  
ЦИКЛОИДАЛЬНЫХ КРИВЫХ  

В ПАКЕТЕ MATHCAD 
 

Девятовская О.А. 
Научный руководитель: д.ф.-м.н. Щербаков Н.Р.  

Томский государственный университет 
E-mail: olgadev1992@mail.ru 

 
Циклоидальные кривые [1] являются траекториями точки, жест-

ко связанной с кругом радиуса r, который катится без скольжения 
по окружности другого круга радиуса R. Интерес к изучению таких 
кривых поддерживается практическими потребностями,  прежде 
всего необходимостью решения задач, возникающих при конструи-
ровании машин и механизмов. Форма эпициклоид и гипоциклоид 

определяется в каждом частном случае величиной 
r

m
R

= . В данной 

работе изложены свойства различных циклоидальных кривых, при-
ведены их уравнения, создана программа в пакете MathCad, позво-
ляющая получить график любой такой кривой для наперед заданно-
го значения величины m. 

 
Литература 

1. А.А. Савелов «Плоские кривые». М. 1960. С. 109-120. 
 
 

ПЛОСКО-НАПРАВЛЯЮЩИЙ МЕХАНИЗМ И ЕГО 
МОДЕЛИРОВАНИЕ В СРЕДЕ MAPLE 

 
Игнатенко А.С. 

Научный руководитель: доцент Горбатенко Е.М.  
Томский государственный университет 

E-mail: Glamour_.93@mail.ru 
 

Плоско-направляющие механизмы являются пространственным 
аналогом плоских шарнирных механизмов таких, как инверсор По-
селье [1], инверсор Гарта [1,2]. Такие механизмы могут быть полез-
ны при конструировании развёртывающихся антенн [3]. 

Построена математическая модель и её реализация (см. Рис.1)  в 
среде Maple.  
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Рис.1 Модель плоско-направляющего механизма 

Литература 
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2. Kempe A. B. how to draw a straight line: a lecture on linkages. – Macmillan 
and Co., 1887. 

3. Abbott T. G. Generalizations of Kempe’s Universality Theorem (2008).   
http://web.mit.edu/tabbott/www/papers/mthesis.pdf.       

 

 
ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ АСПЕКТЫ  

МОДЕЛИРОВАНИЯ ОБРАБОТКИ ДЕТАЛЕЙ  
ПЕРЕДАТОЧНОГО МЕХАНИЗМА 

 
Камчатный С.А.  

Научный руководитель: профессор, д.ф.м.н. Щербаков Н.Р.  
Томский государственный университет 

E-mail: kam-serega2030@mail.ru 
 
При формообразовании деталей передаточного механизма на 

станке с ЧПУ в целях уменьшения времени обработки срезают не-
рабочие участки – вершины и впадины зубьев. При этом образуется 
острая кромка – линия пересечения поверхности зуба и обрезающей 
поверхности (конуса или цилиндра). В работе построена математи-
ческая модель процесса сглаживания этой кромки, т.е. найдены 
уравнения сглаживающей поверхности, касающейся поверхностей, 
пересекающихся по линии кромки. Получены комплексы компью-
терных программ, управляющих движением фрезы, вытачивающей 
сглаживающую поверхность при заданном радиусе скругления этой 
поверхности. Задача решена для цилиндрических и конических пе-
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редач с эксцентриково-циклоидальным зацеплением [1], разрабо-
танным томскими конструкторами.  

 
Литература 

1. Патент РФ 2439401. Эксцентриково-циклоидальное зацепление зубчатых 
профилей (варианты) / В.В. Становской, С.М. Казакявичюс, Т.А. Ремнева, 
В.М. Кузнецов, А.В. Становской. Заявлено 29.01.2010; опубл. 10.01.2012, 
Бюлл. № 1. 

 
 

ПОСТРОЕНИЕ ИЗ РАЗВЕРТКИ КУБА  
«ЛАТИНСКИЙ КРЕСТ» ДРУГИХ ТИПОВ  

ВЫПУКЛЫХ МНОГОГРАННИКОВ 
 

Чирикова Е.О. 
Научный руководитель: доцент, к.ф.м.н. Горбатенко Е.М. 

Томский государственный университет 
E-mail: kchir@sibmail.com 

 
Простое определение развертки имеется в [1].Теоремы Коши, 

Эйлера, Александрова  [1,2] характеризуют возможность развертки 
выпуклого многогранника  [1, 2]. Простейший известной разверткой 
является развертка куба «латинский крест». Оказывается  [3], из 
этой развертки можно свернуть еще 23 выпуклых многогранника, 
см. Рис.1, на котором отмечены линии сгиба «латинского креста», 
сворачивая, вдоль которых,  получаем треугольную пирамиду. 
 

  

 

 

Рис.1 

Решается задача построения из всех 23 разверток, см. [3, с. 405], 
выпуклых многогранников и вычисление их объема. 

 
Литература 
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ДВА СПОСОБА ПАРАМЕТРИЗАЦИИ  
ЦИКЛОИДАЛЬНЫХ КРИВЫХ 
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Научный руководитель: д.ф.-м.н. Щербаков Н.Р. 
Томский государственный университет 

E-mail: itkulova.irina@mail.ru 
 

Изучены виды циклоидальных кривых. Определены свойства 
эпициклоид и гипоциклоид. Рассмотрено два способа параметриза-
ции циклоидальных кривых: а) используемый в математической 
литературе [1] и б) используемый в технической литературе [2]. 

Установлена связь между этими двумя способами параметриза-
ции циклоидальных кривых. Создана программа в пакете MathCad, 
иллюстрирующая некоторые виды циклоидальных кривых (эпи- и 
гипотрохоиды) при обоих способах их параметризации. 

 

 

Рис.1 Гипоциклоида и гипотрохоида. 

 
Литература 

1. А.А. Савелов «Плоские кривые». М. 1960. С. 109-120. 
2. В.М. Шанников «Планетарные редукторы с внецентроидным зацеплени-

ем» М.:1948. С. 88-105. 
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РАСКРОЕ СЕТЕПОЛОТНА ДЛЯ  
ОСЕСИММЕТРИЧНОГО РЕФЛЕКТОРА 

 
Самылкина О.А. 

Научный руководитель: доцент, к.ф.м.н. Бухтяк М.С. 
Томский государственный университет 

E-mail: samylkina.olesya@mail.ru 
 

При производстве и эксплуатации рефлекторных антенн важно 
знать: на какой уровень оптимизации может рассчитывать проекти-
ровщик, решивший использовать выкройку параболического осе-
симметричного рефлектора в виде плоского диска (задача вариаци-
онного исчисления). Для улучшения радиофизических характери-
стик рефлектора следует уменьшить локальные искажения первона-
чальных длин. Под «раскроем» мы понимаем и «выкройку» листа 
сетеполотна и точечное соответствие между этим плоским листом и 
областью на параболоиде. 

Функции предполагаются достаточно гладкими. Техническое 
средство работы - Maple [1]. Кусок параболоида задан вектор-

функцией 
2

cos , sin ,
4

u
u v u v

F

 
=  
 

R , (0 , 0 2 )u r v≤ ≤ ≤ < π . F  – фо-

кусное расстояние параболоида, r  – радиус вырезающего цилин-
дра, соосного с параболоидом. Плоская область задана годографом 
вектор-функции { }( )cos( ), ( )sin( ),0r uf u v uf u v= . Вопрос об экстре-

малях отношения квадратичных форм [2] этих поверхностей, при-
водит к лагранжиану 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
2 2 2

2 2 2 2 2
2

2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

4
2

4

4
2 2 2

4

F u u
L f uff u f u f

F

F u u f
f uff u f u f f uff u f u

F

 +
 ′ ′= + + − +
 
 

 +
′ ′ ′ ′ + + + − − + +

  

. 

Обычные методы вариационного исчисления [3] для F=8 и r=6 дают 
нам (приближенно)  

2 7 4 10 6 12 8

15 10 18 12 20 14

1. 0.000488281 3.97364 10 6.58070 10 1.36009 10

3.16649 10 7.97600 10 2.12873 10

f u u u u

u u u

− − −

− − −

≈ + − ⋅ + ⋅ − ⋅ +
+ ⋅ − ⋅ + ⋅

 
Литература 
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ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  

КОНИЧЕСКОГО ПЕРЕДАТОЧНОГО  
МЕХАНИЗМА С ЭКСЦЕНТРИКОВО-
ЦИКЛОИДАЛЬНЫМ ЗАЦЕПЛЕНИЕМ 

 
Щёголева А.А. 

Научный руководитель: д.ф.м.н. Щербаков Н.Р. 
Томский государственный университет 

E-mail: Nastasj@sibmail.com 
 

Целью работы является построение геометрической модели ки-
нематически согласованного движения деталей конического переда-
точного механизма с эксцентриково-циклоидальным зацеплением 
[1]. 

Получены уравнения поверхностей входной и выходной деталей 
конической зубчатой передачи и конических поверхностей, обреза-
ющих зубья деталей. Созданы анимационные видеофайлы в пакете 
Matchad, иллюстрирующие построение циклоидальной кривой на 
сфере (профиль выходной детали) и динамику зацепления деталей в 
процессе работы механизма. 

 
Литература 

1. ЭЦ-зацепление: новый вид зубчатого зацепления - фундаментальная ре-
сурсо- и энергосберегающая разработка в области машиностроения [Элек-
тронный ресурс]: Применение эксцентриково-циклоидального зацепления 
в промышленности. URL: http://ec-gearing.ru/application.php.  
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ДЕФОРМАЦИЯ ПОЛОЙ СФЕРЫ 
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 В механике твердого тела при изучении его движения под дей-

ствием каких либо сил в теле возникают деформации, которые не 
принимались в расчет при описании движения этого тела как цело-
го.  Во многих важных случаях учет деформаций является определяю-
щим, например, когда речь идет о расчете прочности многочислен-
ных конструкций:  деталей машин и механизмов.  

В нашей задаче рассматривается пространство, заключенное 
между двумя концентрическими сферами, заполненное линейно- 
упругим несжимаемым материалом. Рассматриваемое тело вступает 
в упругое взаимодействие с внешним абсолютно недеформируемым 
элементом. На пятне контакта с рассматриваемым элементом ста-
вятся условия, определяющие величину проникновения элемента в 
сферический слой. На всех остальных частях, т.е. на внешней, а 
также на внутренней сфере ставятся условия отсутствия нормаль-
ных напряжений. 

 Задача моделирует упругую часть взаимодействия Луны с круп-
ным метеоритом. Для решения задачи вводится в рассмотрение по-
тенциал перемещений[1]: 

∇�Φ = 0,� = �Φ ��⁄ ,� = �Φ ���⁄ ,� = �Φ ���	
��⁄  
 А граничные условия переформулируются в терминах рассмат-

риваемого потенциала. На свободной поверхности: ��Φ ���⁄ = 0 
И на внутренней поверхности: � = �Φ ��⁄ = 0 
Численное решение строится с использованием итерационно – 

разностной технологии[2]. Анализируется характер деформирова-
ния сферического слоя при различных по величине и направлению 
воздействия внешнего элемента. 
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Такие виды наночастиц как фуллерен, графен и углеродные 
нанотрубки – уже довольно хорошо исследованные объекты. Пред-
ложены различные сферы их применения, исследованы инноваци-
онные технологические аспекты. Актуальными также являются и 
исследования механических свойств нанообъектов, хотя эта область 
остается наименее освещенной в научных трудах. 

Целью работы было изучение динамики наночастиц различной 
формы в газовой атмосфере. Исследования проводились с использо-
ванием понятий λ – слой, теоремы об изменении количества движе-
ния, моноскоростной модели газа, числа Кнудсена, силы Ван-дер-
Ваальса. 

Понятие λ-слоя, окружающего наночастицу, оказалось очень 
плодотворным в отношении решения задач молекулярной статисти-
ки. Установлен различный характер зависимости вероятности со-
ударения от размеров частиц. В случае когда λ – слой имеет сфери-
ческое искривление имеем, что вероятность столкновения молекулы 
с наночсатицей пропорциональна отношению площади центрально-
го сечения частицы к площади большого сечения λ – сферы, что в 
безразмерном виде определяется соотношением  

 
 
Если имеем дело с цилиндрическим случаем, то вероятность 

столкновения пропорциональна отношению диаметра частицы к 
диаметру λ – цилиндра. Если же рассматривается плоский случай, 
то вероятность столкновения не зависит от геометрических пара-
метров пластинки и определяется значением 0,25765δ = . 

( )2

4

3 1 Kn
δ =

+
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На основании полученных значений были построены графики 
доли столкнувшихся с фуллереновой частицей, и нанотрубкой мо-
лекул. Исследования в этой области очень актуальны, поскольку 
решение задач отделения фуллеренов и графенов из сажистой смеси 
представляет большой интерес и может иметь большое прикладное 
значение.  
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Естественная конвекция является определяющим механизмом 

переноса энергии во многих технологических системах (индукци-
онные печи, ядерные и химические реакторы). 

Цель данной работы состоит в анализе 
нестационарных режимов естественной 
конвекции тепловыделяющей жидкости в 
квадратной полости с изотермическими 
стенками. 

Для описания процесса теплопереноса 
используются двумерные нестационар-
ные уравнения конвекции в приближении 
Буссинеска в безразмерных переменных 
“функция тока – завихренность”, где в 
уравнении энергии присутствует слагае-
мое, учитывающее внутреннее тепловы-

деление среды.  
Краевая задача с соответствующими начальными и граничными 

условиями решена численно методом конечных разностей. Разрабо-
танный алгоритм был протестирован на ряде модельных задач [1, 2]. 

Рис. 1 
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В результате решения сформулированной задачи получены рас-
пределения термогидродинамических параметров, характеризую-
щие особенности анализируемых режимов течения и теплопереноса 
при 105 ≤ Ra ≤ 107, Pr = 7.0, 0 ≤ τ ≤ 2000. Проведено детальное ис-
следование влияния числа Рэлея и фактора нестационарности на 
формирование внутренних периодических структур (Рис. 1). 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕЧЕНИЯ  
МНОГОФАЗНЫХ ПОТОКОВ 

 
Малоземов А.В. 

Научный руководитель: профессор, д.ф.м.н. Харламов С.Н. 
Томский государственный университет 

E-mail:night-00-hunter@rambler.ru 
Необходимость теплового и гидравлического расчета трубопро-

водов, транспортирующих многофазные продукты, возникает для 
самых разных отраслей и видов трубопроводов. Известно, что при 
транспортировке реологически сложных сред (высоковязких масел, 
нефтей), значительная экономия насосной мощности может быть 
достигнута при использовании воды, содержащейся в этой смеси в 
качестве смазки[1,2]. Исследование закономерностей изменения 
основных гидродинамических параметров, характеризующих тече-
ние таких смесей, а так же влияния  различных факторов, опреде-
ляющих  границу раздела фаз, существенно зависящую от динамики 
и эволюции фаз, приобретает в связи со сказанным особое значение. 

Моделирование течения двухфазного потока с несмешивающи-
мися фазами предусматривает решение системы уравнений Навье–
Стокса для каждой фазы с учетом граничных условий на поверхно-
сти раздела. Одновременно с этим должно решаться уравнение поз-
воляющее определить границу раздела фаз. Предлагается использо-
вать VOF (Volume of fluid method) метод. 

Решается задача моделирования течения двухфазного потока 
масло-вода, в узком канале.  

Полученный метод позволяет отследить влияния изменений фи-
зических свойств, динамической структуры на режимы течения и 
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массообмен. В частности была показана зависимость коэффициента 
трения от средне расходных скоростей масла и воды. Полученные 
результаты позволяют прийти к выводу, что при транспортировке 
двухфазного потока «масло-вода» в узком канале, задание скорости 
воды в двадцати пяти процентном отношении к скорости масла 
приводит к формированию наиболее оптимального режима транс-
портировки. Аппроксимация полученных данных позволила полу-
чить закон распределения трения по длине канала: ξ = 0,0425x-
0,312. 
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В работе строится вычислительная технология расчета напря-

женно-деформированного состояния упругой несжимаемой среды, 
основанная на использовании понятия упругого потенциала �: ��� = ����	�, (1) 

где ���–вектор перемещений в рассматриваемой точке упругой 
среды. 

При этом условие несжимаемости среды: �
������ = 0, (2) 

записанное через потенциал имеет вид уравнения Лапласа[1, 2]: 
2 0.ϕ∇ =  

(3) 

На пятне контакта ставятся условия, определяющие величину 
нормальных перемещений: 

.const
n

ϕ∂
=

∂
 

(4) 

На свободных поверхностях ставятся условия отсутствия нор-
мальных напряжений: 



27 

2

2
0.

n

ϕ∂
=

∂
 

(5) 

Для решения используется 
итерационно-разностная техноло-
гия, которая для соблюдения ма-
териального баланса потребовала 
аппроксимации условий (4), (5) с 
высоким порядком точности. 

На рис. 1. представлен резуль-
тат. 

Рис. 1. Нормальная компонента перемещений на верхней грани. 
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В современном машиностроении существует тенденция повы-

шения эксплуатационных характеристик деталей, подвергающихся 
деформациям, в том числе при скручивании. В частности, знамени-
тые автомобильные концерны уделяют большое внимание модели-
рованию контактных задач теории упругости. Объектами таких за-
дач являются коленчатые и распределительные валы, передние оси 
автомобилей, валы и оси трансмиссии, пружины, торсионны. Моде-
лирование выполняется на стадии проектирования деталей и позво-
ляет выбрать оптимальные параметры по различным критериям. К 
тому же, математическое моделирование позволяет сократить затра-
ты на разработку технологического процесса. 

В данной работе рассматривается пространственная задача тео-
рии деформации. Отражены модифицированные уравнения Навье – 
уравнения равновесия, записанные в перемещениях[1,2]. Рассмат-
ривается схема численного решения методом простых итераций на 
неравномерной экспоненциально сгущающейся на пятне контакта  
разностной сетке. 



28 

Далее обосновывается возможность сведения пространственной 
задачи к плоской задаче контактного кручения. В результате чего, 
получаем уравнение для окружной компоненты перемещения и со-
отношения, определяющие напряжения. Таким образом, на основа-
нии изложенного материла получена вычислительная технология 
решения подобных задач, использующая простой итерационный 
метод. В случае однородного кручения удалось построить доста-
точно простое аналитическое решение. Была решена задача дефор-
мации стального стержня при кручении. На основании анализа по-
лученных результатов сделаны соответствующие выводы. Если воз-
никающие напряжения выше допустимых, следует увеличить пятно 
контакта, или упрочнить заданную область путем нанесения слоя 
другого метала. 
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Изучение конвективных режимов тепломассопереноса имеет 
большое значение в связи с разработкой современных технологиче-
ских систем в различных отраслях промышленности. 

В настоящей работе рассматривалась задача тепловой гравита-
ционной конвекции в замкнутой прямоугольной области с изотер-
мическими вертикальными и адиабатическими горизонтальными 
стенками. Процесс переноса массы, импульса и энергии описывался 
на основе двумерных нестационарных уравнений Обербека–
Буссинеска в безразмерных переменных “функция тока – завихрен-
ность” с соответствующими начальными и граничными условиями. 
Краевая задача была решена методом конечных разностей на нерав-
номерной сетке. Для адекватного разрешения вязкого пограничного 
слоя размещение узлов сетки вблизи твердых стенок задавалось на 
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основе алгебраического преобразования координат следующего 
вида [1]: 

2
tg 1

2
1

2
tg

2

x

ss

 π  − ε   
   ξ = + π  ε    

, 

2
tg 1

2
1

2
tg

2

y

ss

 π  − ε   
   η = + π  ε    

. 

В работе были проведены исследования режимов теплопереноса 
в полости при различных значениях параметра сгущения ε, числах 
Рэлея и Прандтля. В результате было получено достаточно хорошее 
согласование с известными результатами других авторов [2]. 
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Вычислительная гидродинамика достигла своего расцвета во 
второй половине двадцатого столетия. Одним из исключительных 
её результатов является метод контрольного объема на разнесенных 
сетках. 

В работе описана и реализована простейшая из существующих 
технология, применяемая для численного интегрирования уравне-
ний Навье-Стокса. В отличие от широко используемой технологии 
С. Патанкара, расчеты выполняются на совмещенных сетках. Одна-
ко, SIMPLE процедура включена в общую схему расчетов. Более 
того, выписано дифференциальное уравнение для поправки давле-
ния. При аппроксимации конвективных членов использованы раз-
ности против потока. Диффузионные члены заменены симметрич-
ными разностями. Простота технологии заключается в способе дис-
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кретизации дифференциальных уравнений на обычных, не разне-
сённых сетках, а также в способе решения алгебраических уравне-
ний, основанном на процедуре Зейделя. 

Использование уравнений, записанных в естественных перемен-
ных и применение совмещенных, но не равномерных сеток, позво-
ляет простым включением в расчет новых уравнений, обобщать ал-
горитм на случаи турбулентного и двухфазного течений. В частно-
сти, значительный интерес представляют течения гидрозолей, 
струйных потоков, содержащих частицы песка. 
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Уровень современной техники предполагает использование 

большого количества разнообразных механизмов в машинах. В 
каждой отрасли есть свои специфические задачи, для решения кото-
рых необходимы специальные механизмы. Однако все без исключе-
ния механизмы, независимо от сферы их применения, обладают не-
которыми общими, фундаментальными, которые и объединяют все 
эти устройства в одну большую группу - механизмы. Понимание 
этих фундаментальных признаков и закономерностей позволяет 
специалисту-механику чувствовать себя уверенно, везде, где при-
дется иметь дело с механизмами. 

В работе рассматриваются кинематические и динамические ас-
пекты функционирования системы преобразования вращательного 
движения, в поступательное. Кинематическая часть задачи решается 

с использованием понятия “мгновенный центр скоростей”. Эта 
задача сводится к дифференциальному уравнению первого порядка, 
для угла наклона шатуна, которая интегрируется численно с исполь-
зованием схемы Рунге-Кутта четвертого порядка точности. 
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Динамическая часть задачи рассматривается позиции общего 
уравнения механики. Однако для систем, имеющих низкую ско-
рость вращения входного вала решение можно построить с исполь-
зованием квазистатического подхода и принципа Лагранжа. Полу-
ченное решение полностью определяет характер движения подвиж-
ных частей механизма и усилие на поршне во всех фазах рабочего 
цикла. 
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Если существует предел последовательности, то любая ее подпо-

следовательность сходится к тому же пределу. 
Всякая ограниченная последовательность имеет хотя бы один 

конечный частичный предел (теорема Больцано-Вейерштрасса). 
Если этот частичный предел единственен, то он же является конеч-
ным пределом данной последовательности. 

Наименьший частичный предел последовательности называется 
нижним пределом данной последовательности. 

Наибольший частичный предел последовательности называется 
верхним пределом данной последовательности. 

Наибольший и наименьший частичные пределы любой числовой 
последовательности всегда существуют[1]. 

Если число последовательностей конечное, то справедливо нера-
венство: верхний предел конечной суммы последовательностей 
меньше или равен конечной сумме верхних пределов этих последо-
вательностей [2]. В работе приведены примеры, в которых показано, 
что данное неравенство не выполняется, если число последователь-
ностей бесконечно. 

В работе также приведены примеры, связывающие предельный 
переход с верхним и нижним пределами  в неравенствах. 
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В данной работе рассмотрено доказательство того, что число	��, 

где r>0, иррационально. Число е – математическая константа, осно-
вание натурального логарифма, иррациональное и трансцендентное 
число. Константу впервые вычислил швейцарский математик Бер-

нулли при анализе следующего предела: � = lim�→� �1 +
�

�
��, и 

этот предел приблизительно равен 2,718281828. 
Впервые обозначение "е" ввёл Леонард Эйлер. Это первое число, 

которое не было выведено как трансцендентное специально, его 
трансцендентность была доказана только в 1873 году Шарлем Эр-
митом. Предполагается, что e - нормальное число, то есть вероят-
ность появления разных цифр в его записи одинакова. Чис-
ло e может быть определено несколькими способами. Через предел, 

как сумма ряда:	е = ∑ �

�!

�
���   или  

�

е
= ∑ (��)�

�!

�
��� , и др. 

  В частном случае доказательство иррациональности числа еr, 
где r=1, не представляет особой сложности. Существует несколько 
вариантов доказательства. Много интересней рассмотреть доказа-
тельство, когда r любое положительное рациональное число. В этом 
случае нужно показать, что последовательность интегралов  �� =� ���

�
(�)�	�� сходится к нулю. Далее интегрируя по частям 2n+1 

раз, показываем, что значения  �� и его производных в точках 0 и  � =



�
  будут целыми, и, наконец, интеграл от непрерывной положи-

тельной функции �� строго положителен. Предполагая число	��	ра-
циональным, приходим к выводу, что последовательность  ��  не 
может сходиться к нулю, а это противоречит результатам, доказан-
ным ранее, следовательно, число �� является иррациональным [1]. 

Литература 
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Немецкий математик Петер Густав Дирихле в одной из своих 
статей привел замечательный пример разрывной функции, которую 
так описал словами: “ Функция принимает постоянные значения c и 
d соответственно при рациональных и иррациональных значениях 
x” [3]. В 1899 году немецким математиком Альфредом Прингсхей-
мом было записано аналитическое выражение для функции Дирихле 
в виде [1]: � = (� − �) lim�→� ( lim

�→�

(cos�! �)�) + �    

В работе рассматривается функция Дирихле при c=1 и d=0:  

!"�# = $1, � ∈ %
0, � ∈ &\%  [3] 

Функция D"�#	разрывная при каждом значении х, но если ее зна-
чения умножить на х, то функция f(�) = � ∗ D(�)	 станет непрерыв-
ной в одной точке, �� = 0. А если построить, композицию '"�# =!"�# −

�

�
   и   g(y) = y�, то получившаяся сложная функция будет 

всюду непрерывна на всей вещественной прямой [2].   
Также в работе приведены исследования на непрерывность и 

дифференцируемость функции вида [2]: 
  f"x# = "x − a#� ∗ D"x − a# + b ∗ x      

и рассмотрены примеры функций с интересными свойствами при 
некоторых заданных значениях a и b. 
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Проводится численное исследование модификации моделей Гер-

берта [1,2] и Стритера-Фелпса [3], с концентрация органического 
вещества L (в единицах БПК) и концентрации микроорганизмов X  
и кислорода D : 
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Результаты численных расчётов оформлены в виде графиков в 
различные моменты времени. Представлен анализ полученных ре-
зультатов. 
 



36 

Литература 
4. Иерусалимский Н.Д. Основы физиологии микробов. - М.: Изд. АН СССР, 

1963. – 242 с. 
5. Романовский Ю. М., Степанова Н. В., Чернавский Д. С. Математическое 

моделирование в биофизике. – М.: Ижевск, 2004. – 471 с. 
6. Вавилин В. А. Нелинейные модели биологической очистки и процессов 

самоочищения в реках / В. А. Вавилин. - М.: Наука, 1981. - 160 с. 

 

СПОСОБЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ ЧИСЛА � 
 

Автомонов Е.В. 
 Научный руководитель: доцент,д.ф.м.н. Малютина А.Н. 

Томский государственный университет 
E-mail: AvtomonovEV@yandex.ru 

 

 Первым предложил математический способ вычисления числа π 
Архимед. Для этого он вписывал в окружность и описывал около 
неё правильные многоугольники. Принимая диаметр окружности за 
единицу, Архимед рассматривал периметр вписанного многоуголь-
ника как нижнюю оценку длины окружности, а периметр описанно-
го многоугольника как верхнюю оценку. Рассматривая правильный 
96-угольник, Архимед предположил, что число π примерно равняет-
ся 22/7 ≈ 3,142857142857143. Впервые обозначением этого числа 

греческой буквой π воспользовался британский математик Джонс в 

1706 году. 

Для вычисления числа π были предложены следующие способы: 

1) формула индийского учёного Мадхавы из Сангамаграма в 

1400-х  годах: 
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3) формула братьев Чудновских, полученная в 1987 году: 
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А в 1991 году они рассчитали уже 2 миллиарда 260 миллио-

нов знаков числа π. 

В работе приводятся и другие способы [1,2,3], интересные фак-
ты[2], а так же сравнение по времени вычисления, точности, коли-
честву операций. 

Можно отметить, что придумывают новые и совершенствуют 

старые  способы вычисления числа π. Мы видим подтверждение: 19 

октября 2011 года Александр Йи и Сигэру Кондо рассчитали после-
довательность с точностью в 10 триллионов цифр после запятой. 
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Кластерный анализ находит применение в самых разнообразных 
научныхи практических направлениях. Задачей анализа является 
разбиение исходных данных на группы однородных (по отношению 
к какому-то заранее определенному критерию). 

Будем описывать свойства изучаемых объектов вектором его 
признаков. Если признаки представить в виде координат метриче-
ского пространства, то каждый объект со своими значениями 
свойств будет отображаться в некоторую точку этого пространства. 
Два объекта с почти одинаковыми значениями свойств отобразятся 
в две близкие точки, а объекты с сильно различающими значениями 
свойств будут представлены далекими друг от друга точками. Если 
имеются сгустки точек, отделенные промежутком от других сгуст-
ков, то их можно выделить в отдельные множества-кластеры (так-
соны, классы).  

Кластеры имеют различную форму и их можно находить разны-
ми методами. В работе рассматривается алгоритм Forel [1], с помо-
щью которого можно найти таксоны простой сферической формы. 
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Суть алгоритма заключается в следующем: выбирается случайный 
объект и предполагается, что это эталон кластера, задается R - ради-
ус сферы, центр которой помещается в эталон, затем определяются 
все объекты, попадающие в эту сферу, и пересчитывается эталон по 
некоторому заданному правилу. Процесс повторяется до тех пор, 
пока эталон не стабилизируется, после чего объекты, попавшие в 
кластер, удаляются из множества, и поиск кластеров продолжается 
среди оставшихся объектов. Для цифрового изображения в качестве 
признаков можно использовать средние значения яркости цвета. В 
работе изучается распределения среднего для  базы цифровых изоб-
ражений. Для проведения кластеризации используется алгоритм 
Forel. 
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Работа посвящена построению адаптивной процедуры подбора 
весовых параметров кубического сплайна, учитывающей некоторые 
свойства кривых сложной формы.  

Пусть весовая функция w определена на (�, )* и удовлетворяет 
условиям 0 < � ≤ +(�) ≤ , для всех � ∈ (�, )*	[2]. 

Определение: Интерполяционным кубическим сплайном S со 
множеством весовых параметров + > 0, 
 = 0,-....., назовем решение 

задачи     
�
�
�

�	�
= 0			� ∈ (� , ���), 
 = 0, . . ,-, / ∈ 0�(�, )* +��/��(� − 0) = +/��(� + 0)  
 = 1,-..... 

с условиями интерполяции S(�) = ', 
 = 0,- + 1..........	.[2] 
Если кривую не возможно описать функциональной зависимо-

стью вида y=f(x), то прибегают к универсальному способу ее описа-
ния, на основе параметрического задания координат в виде двух 
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функций x=x(u), y=y(u) от некоторого параметра u. При естествен-
ной параметризации в качестве параметра u берут суммарную длину 
хорд между соседними точками "x�, y�#	и	"x���, y���#, i = 1, n − 1...........	 

 Определение. Параметрический интерполяционный кубический 
сплайн  есть совокупность двух кубических сплайнов S(x;u), S(y;u) 
класса С2, интерполирующих соответственно координаты xi , yi то-
чек кривой на сетке u0<u1<…<uN . [1] 

В работе строится адаптивная процедура подбора параметров 
сплайна +� ,+�  таким образом, чтобы интерполяция оставалась 
выпуклой для выпуклых данных. Построенная процедура тестиру-
ется на нескольких кривых сложной формы и дает удовлетвори-
тельные результаты интерполяции. 

Литература: 
1. Завьялов Ю.С., Квасов Б.И., Мирошниченко В.Л.  Методы сплайн-

функции. - М: Наука, 1980.- 352 с. 
2. Квасов Б.И. Формосохраняющая интерполяция весовыми кубическими 

сплайнами [Электронный ресурс] // URL: 
http://ssspc.math.tsu.ru/6TH/sbornik.pdf 

 

АЛГОРИТМЫ НАХОЖДЕНИЯ ЧИСЛА ππππ 
 

Булах П.А. 
Научный руководитель: к.ф.-м.н. Зюзьков В.М. 
Томский государственный университет, Томск 

E-mail: pax-bul@sibmail.com 
 

 Цель работы — нахождение новых формул, подобных фор-
муле Матчина, для вычисления числа π. 

Пусть (1 / )arctg xxt = , или же 

1 1 1 1 1 1
...,5 73 9 115 73 9 11

tx
x x xx x x

= − + − + − +  назовем tx  числом Гре-

гори, когда x  - любая дробь или целое число. 
Число Штёрмера – положительное целое число n, для которого p 

есть наибольший простой делитель 2
1n + , где p не превосходит 2n . 

Любое число Грегори, не являющиеся числом Штёрмера, можно 

представить как сумму чисел nt , для которых n есть число Штёрме-

ра.  
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Будем использовать числа Грегори для представления их через 

числа Штёрмера. Воспользовавшись тем, что (1) / 4arctgxt π= = , 

получаем новые формулы для вычисления числа π. Из этих формул 
можно выделить те, сходимость которых более быстрая, чем у фор-

мулы Матчина 1 5 2394 .t t t= −  Например, одна из таких формул, 

найденная нами есть  

1 5 6 9 60 80 457652 2t t t t t t t= + + + − − .    (1) 

Для нахождения формул для вычисления числа π используется 
алгоритм Штёрмера. Программа получения новых формул написана 
с помощью системы Mathematica. Всего получены и рассмотрены 

новые формулы, использующие tx , для всех 100000x < . Изучена 

сходимость данных формул. Лучшая из этих формул есть формула 
(1), которая превосходит классическую формулу Матчина по схо-
димости на порядок. 

Литература 
1.  J. H. Conway and R. K. Guy, The Book of Numbers, New York: Copernicus 

Books/Springer, 2006 pp. 242–247. 

 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  
ТРОФИЧЕСКИХ ОТНОШЕНИЙ В СИСТЕМЕ  

ТИПА «ХИЩНИК - ЖЕРТВА» 
 

Вобликова К.Е. 
Научный руководитель: ст. преподаватель Михайлов М.Д. 

Томский государственный университет 
E-mail: taory@sibmail.com 

 

В данной работе рассматриваются, так называемые, «пищевые» 
отношения между двумя видами живых организмов, описываемые 
точечной моделью динамики популяций типа «хищник - жертва»: 

12
3
24
�-�5 = �- 61 −

-78 − '(-)�,

���5 = �'(-)� − ��,

-"0# = ��,�"0# = ��,

 

где в качестве '(-) рассматриваются трофическая функция 
Холлинга[1]: 
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'"-# =
�-

1 + �ℎ-, 

и трофическая функция Ивлева[1]: '"-# = &"1 − ����#. 
Исследуется вопрос о подборе параметров 	�, 	�,& модели с тро-

фической функцией Ивлева, и параметров �, � общих для обеих мо-
делей, так, чтобы обеспечить максимальное совпадение численных 
результатов, полученных с использованием каждой модели. 

Для реализации поставленной задачи используется неявная схе-
ма трапеций. Исследуется вопрос аппроксимации, устойчивости и 
сходимости данной схемы[3]. 

Численное решение получено с использованием метода простой 
итерации[2]. 

Литература 
1. Тривоженко Б.Е. Математические модели естествознания: Учеб. Пособие. 

– Томск: Изд-во Томского ун-та, 1985. – 87с. 
2. Меркулова Н.Н., Михайлов М.Д. Методы приближенных вычислений: 

Учеб. Пособие  – Томск: Изд-во Томского ун-та, 2007. – 256с. 
3. Меркулова Н.Н., Михайлов М.Д. Методы приближенных вычислений: 

Учеб. Пособие, ч.2. – Томск: Изд-во Томского ун-та, 2007. – 287с. 

 

ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ  
СОПРЯЖЕННОГО ТЕПЛООБМЕНА 
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Научный руководитель: д.ф.-м.н., профессор А. В. Старченко 

Томский государственный университет 
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Почти все способы производства энергии в качестве существен-
ных составляющих включают процессы теплообмена. Эти же про-
цессы являются определяющими при обогреве и кондиционирова-
нии зданий. В основные установки металлургической и химической 
промышленности входят такие элементы, как топки, теплообменни-
ки, конденсаторы и реакторы, в которых имеет место теплообмен. 
Теплопередача может быть использована также и для определения 
внутренней структуры тела по измерениям температуры на его по-
верхности.  

В работе для решения обратной задачи использовался метод 
дифференциальной эволюции – генетический алгоритм для решения 
задач оптимизации. Этот метод требует только возможности вычис-
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лять значения целевой функций, но не её производных. Метод диф-
ференциальной эволюции предназначен для нахождения глобально-
го минимума (или максимума) функций от многих переменных. Ме-
тод прост в реализации и использовании, легко распараллеливается. 

Рассматривается смешанная граничная задача для уравнения 
стационарной теплопроводности в полой балке прямоугольного 
поперечного сечения. Данная задача решалась методом конечных 
объёмов. Заменяя непрерывную область определения решения дис-
кретной и аппроксимируя дифференциальную задачу конечно-
разностной, получаем систему сеточных уравнений. Для решения 
разностных уравнений используется явный метод Булеева. Получе-
ны условия аппроксимации и устойчивости разностной схемы.  

Были проведены тестовые расчеты уравнения теплопроводности 
на аналитическом решении, которые совпали с решением, получен-
ным в результате расчета методом Булеева. Метод дифференциаль-
ной эволюции был протестирован на функции Розенброка. Для 
нахождения глобального минимума требуется около 200 итераций. 
 

Литература 
1. Исаченко В. П., Осипова В. А., Сухомел А. С. Теплопередача С. 7-20; 22-

24;  
2. Самарский А.А., Николаев Е.С. Метод переменных направлений//Методы 

решения сеточных уравнений. М.: Наука, 1978. С.432-459 
3. Старченко А. В., Есаулов А. В., Параллельные вычисления на МВС 
4. Высокопроизводительные вычисления на кластерах 
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      В работе рассмотрены метод конечных объемов для  постро-
ения разностной схемы с помощью весовых кубических сплайнов 
через моменты и наклоны [1], а также способы нахождения весовых 
коэффициентов, приведены примеры и сделаны соответствующие 
выводы.  
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Целью работы является построение монотонной разностной схе-
мы высокого порядка аппроксимации.  

Рассмотрим одномерное нестационарное уравнение конвектив-
но-диффузного переноса для скалярной функции ),( xtΦ  (

0 , 0x L t≤ ≤ ≥ ): 

( )
,

u
D S

t x x x Φ

∂ Φ∂Φ ∂ ∂Φ + = + ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

где ( )
x

u

∂
Φ∂  – конвективное слагаемое (u – скорость переноса Φ  по-

током),  








∂
Φ∂

∂
∂

x
D

x
– диффузионное слагаемое (D  – коэффициент 

диффузии) и ( )xtS ,Φ  – источник  (например, химическая реакция). 

Пусть для простоты D , u  и ΦS  – константы ( 0>D , 0>u , 0≥ΦS ). 

Начальное условие:  ,0=t )(),0( 00 xx Φ=Φ . Граничные условия: 

00, ( ,0) ( ); , 0x t t x L
x

∂Φ= Φ = Φ = =
∂

.. 

Для решения  поставленной задачи применяется конечно-
разностный метод, для этого исследуемая область покрывается сет-
кой. Используется равномерная пространственно-временная сетка с 
шагами по времени и по пространству τ и h  соответственно.  

На примерах с гладким начальным распределение искомого ре-
шения показана работоспособность построенной разностной схемы. 
 

Литература: 
1. Квасов Б.И. Формосохраняющая интерполяция весовыми кубическими 

сплайнами // Шестая Сибирская конференция по параллельным и высоко-
производительным вычислениям.—Томск: Изд-во Том.ун-та, 2012.-с.20-
28. 

 

УСВОЕНИЕ СПУТНИКОВЫХ ДАННЫХ ASCAT С 
ПОМОЩЬЮ ФИЛЬТРА КАЛМАНА 
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 Научный руководитель: доцент, к.ф.-м.н. Богословский Н.Н. 
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В настоящее время проблема точности прогноза погоды доста-
точно актуальна. Если точность прогноза в свободной атмосфере 
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достаточно высока, то ошибки прогноза метеовеличин в погранич-
ном слое значительно выше. Ошибки в задании влажности почвы, 
согласно данным Европейского центра среднесрочных прогнозов 
погоды [1], оказывает значительное влияние на качество кратко-
срочного и среднесрочного численного прогноза погоды  и даже 
оказывает влияние на сезонные прогнозы. 

Передовые прогностические центры используют усвоения спут-
никовых данных измерений для инициализации почвенных пере-
менных. Данная задача решается  с использованием расширенного 
фильтра Калмана для усвоения спутниковых данных измерений.  

Фильтр Калмана — один из популярных алгоритмов фильтра-
ции, используемый во многих областях науки и техники. Этот метод 
активно применяется в европейском центре прогноза погоды для 
усвоения данных влажности почвы [2]. Фильтр Калмана требует 
больших вычислительных затрат, но дает более точные результаты 
по сравнению с методами оптимальной интерполяции. Применение 
фильтра Калмана так же позволяет при проведении усвоения ис-
пользовать как спутниковые данные измерений, так  и данные изме-
рений температуры и влажности на высоте 2-х метров, проводимых 
на наземных станциях наблюдений. 

В работе рассматривается использование спутниковых данных 
измерений ASCAT для инициализации начальных значений почвен-
ных переменных. Проводится сравнение спутниковых данных изме-
рений с прямыми измерениями влажности почвы на наземных стан-
циях. 
 

Литература 
1. Mahfouf J-F.  Analysis of soil moisture from near-surface parameters: A fea-

sability study. J. Appl. Meteor. 1991., 30, pp. 1534-1547. 
2. A simplified Extended Kalman Filter for the global operational soil moisture 

analysis at ECMWF : Technical report  / P. de Rosnay [ and oth. ]. – Q. J. R. 
Meteorol. Soc., 2012. – URL: 
http://www.ecmwf.int/publications/library/do/references/show?id=90374 
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ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ РЕШЕНИЯ  

УРАВНЕНИЙ НАВЬЕ–СТОКСА1 
 

Иванов В.Г. 
Научный руководитель: профессор, д.ф.-м.н. Старченко А.В. 

Томский государственный университет 
E–mail: ivgk26@gmail.com 

 

Рассматривается задача о плоском течении вязкой несжимаемой 
жидкости с постоянными значениями плотности и коэффициента 
вязкости в прямоугольной области. Требуется выполнение условий 
прилипания частиц жидкости к твердой стенке и непротекания на 
ограничивающих течение поверхностях. Имеет место простейший 
случай изотермического движения. Верхняя стенка перемещается в 
своей плоскости с постоянной скоростью. Жидкость, целиком за-
полняющая каверну, вовлекается в движение силами вязкости.  

Для численного исследования течения в каверне применяются 
уравнения Навье-Стокса в переменных «функция тока - вихрь» [1]. 

Краевые условия формулируются только для функции тока, а 
для вихря записываются на основе его определения. 

Получение конечно-разностного аналога исходной системы 
дифференциальных уравнений производится методом конечного 
объема. 

Численное решение получено с помощью метода релаксации. 
Полученная система решается последовательно, сначала относи-

тельно завихренности, затем относительно функции тока. 
Также данная система была преобразована для совместного од-

новременного решения уравнений. 
Также в работе был рассмотрен алгоритм SIMPLE решения 

уравнений Навье–Стокса в переменных «скорость - давление». 
В данной работе сравнивались три метода решений уравнений 

гидродинамики. Проведён их сравнительный анализ, получены чис-
ленные решения. 

Литература 
1. Андерсон Д., Таннехилл Дж., Плетчер Р. Вычислительная гидромеханика  

и теплообмен: В 2 т. / Пер. с англ. М.: Мир, 1990. Т.2. 392 с. 

 

                                                           
1 Работа выполнена при финансовой поддержке ФПЦ «Научные и научно-
педагогические кадры инновационной России» Соглашение № 14.В37.21.0667. 
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Все знают, что цифровая музыка отличается по звучанию от жи-
вой музыки. Но не все знают, как создается музыка. В работе  рас-
сказывается о звукозаписи и принципе создания музыки при помо-
щи цифр. 

Для выполнения поставленной задачи предлагается разъяснить 
значение слова оцифровка. 

Оцифровка - описание объекта в виде набора дискретных циф-
ровых замеров, его перевод в цифровой вид. 

В работе рассматривается тема звука. Вводятся следующие по-
нятия - цифровой звук и цифровая звукозапись. 

Цифровой звук - кодирование аналогового звукового сигнала в 
виде битовой последовательности.  

Цифровая звукозапись - технология преобразования аналогового 
звука в цифровой с целью сохранения его на физическом носителе. 

Существует целый класс компьютерных программ - звуковых ре-
дакторов, которые позволяют работать со звуком. 

По принципу записи выделают следующие методы: магнитная 
звукозапись, лазерная звукозапись, запись звука на электронные но-
сители. 

Таким образом, запись звука при помощи ЭВМ значительно от-
личается от записи звука «вручную».  

В работе выполнено сравнение звучания числа Пи, записанного 
при помощи компьютерного приложения, и звучание числа Пи, за-
писанного при помощи фортепиано. Для записи «вручную» была 
пронумерована каждая нота по порядку, начиная с 0 и заканчивая 9 
и начала записывать мелодию, нажимая клавиши в соответствии с 

последовательностью цифр в числе π. Работа компьютерного при-
ложения также основана на принципе записи «вручную».  

Принцип записи музыки при помощи цифр подходит не только 

для числа π. Его можно использовать также для записи других ма-
тематических констант и различных числовых последовательностей.  
При помощи цифр и  компьютерных приложений, каждый человек 
может попробовать себя в роли музыканта.  
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ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ АЛГОРИТМЫ ДЛЯ РЕШЕНИЯ 
ДВУМЕРНОЙ ЗАДАЧИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

 

Ильин С.А. 
Научный руководитель: профессор, д.ф.м.н. Старченко А.В. 

Томский государственный университет, Томск 
E-mail: sergei_i27@mail.ru 

 

Рассматриваются параллельные алгоритмы для решения двумер-
ной задачи теплопроводности, такие как алгоритм Яненко, конвей-
ерный  метод прогонки, схема транспонирования. 

 Постановка задачи: 

2 2u u
+

2 2x y

u 2= a , 
t

u(x, y, 0) = 300

 ∂ ∂ 
 ∂ ∂ 

∂

∂







    

Цель работы — изучение параллельных алгоритмов для решения 
схемы расщепления. 

Алгоритм Н.Н.Яненко будет осуществляться на основе принципа 
декомпозиции, т.е. последний узел предыдущей области совпадает с 
нулевым в последующей. Затем, вычисляем значения решения на 
границе подобластей и восстанавливаем значения решения в про-
межуточных узлах для каждого процессора одновременно. 

Идея метода конвейерной прогонки заключается в том, что за-
пуск как прямого, так и обратного хода прогонки происходит так, 
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что каждый процессор решает определенный круг задач и передает 
на следующий нужные данные, и это все происходит по принципу 
конвейера.  

Применяя схему транспонирования, получаем, что  направления, 
использующиеся для решения задачи методом прогонки как бы ме-
няются местами, т.е. x-направление становится y-направлением, а y-
направление переходит в x-направление. 

В работе рассмотрено несколько параллельных алгоритмов для 
решения задачи теплопроводности.  
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ГИПОТЕЗЫ  
L-КОМПАКТНОСТИ В КЛАССИФИКАЦИИ  

ЦИФРОВЫХ ИЗОБРАЖЕНИЙ 
 

Казанцева М. Е. 
Научный руководитель: Федорова О.П. 
Томский государственный университет  

E-mail: merm92@mail.ru 
 

Кластерный анализ находит применение в самых разнообразных 
научных направлениях. Задачей анализа является разбиение исход-
ных данных на группы таким образом, чтобы элементы, входящие в 
одну группу были максимально “схожи” (по какому-то заранее 
определенному критерию), а элементы из разных групп были мак-
симально ”отличными”  друг от друга. 

Задача классификации наблюдаемых данных в отдельные струк-
туры возникает в различных областях научной и практической дея-
тельности. Главная цель машинной обработки статистических  и 
экспериментальных данных состоит в обнаружении скрытых в них 
закономерностей автоматически.  Для исследования методов обна-
ружения кластеров и классификации используются данные, изобра-
жаемые с помощью датчиков случайных чисел. Кластер - это группа 
элементов, характеризуемая каким-либо общим для них свойством. 
Термин кластер близок к термину таксон. Таксон - систематизиро-
ванная группа. 
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  Зрительный аппарат человека способен проводить кластериза-
цию (объединение объектов в классы), если они представляют собой 
точки на плоскости. Но результаты такой кластеризации не могут 
быть объяснены с точки зрения гипотезы компактности. Получать 
такие результаты и объяснять их позволяет гипотеза L-
компактности. 

  Техника кластеризации используется в медицине, психиатрии, 
археологии, маркетинговых исследованиях и др.  
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ФОРМОСОХРАНЯЮЩАЯ АППРОКСИМАЦИЯ  
НА ОСНОВЕ БАЗИСНЫХ СПЛАЙНОВ 

 

Карпова А.А. 
Научный руководитель: ст.преподаватель Каминская Е.В. 

Томский государственный университет  
E-mail: anastasiya--1992@mail.ru 

 
В статье рассматривается вопрос об адаптивном подборе пара-

метров весового кубического сплайна для монотонных функций с 
граничными условиями первого рода. 

 
Пусть на отрезке [�, �] задано разбиение ∆: � = �� < �� < ⋯ <

�� = �.  
Функция ��,�(�) называется сплайном степени n дефекта ν (ν – 

целое число, 0 ≤ � ≤ � + 1) с узлами на сетке∆, если  
а) на каждом отрезке [�� ,����] функция ��,�(�) является мно-
гочленом степени n;          
б) ��,�(�) ∈ ����[�, �]. 

Наиболее часто при интерполяции применяют кубические 
сплайны класса C2, однако степень их гладкости не всегда позволяет 
адекватно интерполировать строго монотонные, неотрицательные 
или выпуклые функции[1]. Для таких задач применяются весовые 
базисные сплайны, степень гладкости которых варьируется в зави-
симости от параметров w[2]. 
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 В работе рассматривается вопрос об адаптивном подборе па-
раметров весового кубического сплайна, точного на многочленах 
первой степени для монотонных функций с граничными условиями 
первого рода. 

Построенная процедура тестируется на функции с большим па-
дением градиента  

�	�
 = 1 −
	
����

�	
�����

	����	����
    (1) 

с граничными условиями вида: f(x0)=S(x0)  и f(xn)=S(xn). 
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О РАЗДЕЛЕНИИ  ГРАФА НА ДОМЕНЫ 
 

Кондратюк С.В.  
Научный руководитель: доцент, к.ф.м.н. Берцун В.Н.  

Томский государственный университет 
E-mail: ksv471@yandex.ru 

 

Проблема построения экономичных разностных схем является 
актуальной для решения не одномерных  нестационарных задач ме-
ханики сплошной среды [1].  Создание параллельных алгоритмов 
связанно с разделением сеточного графа G на домены с целью ба-
лансировки загрузки процессоров. Значительный интерес представ-
ляет использование для разделения графа G метода спектральной 
бисекции основанного на анализе вектора Фидлера  для матрицы 
Лапласа L [2].  

Разделение графа методом спектральной  бисекции соответству-
ет минимизации  суммарного веса ребер, соединяющих вершины из 
двух разных доменов S1 и S2. 

Например, для графа G1 из рис.1а  

 
      а)                          б)                            в) 

Рис.1 
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S1 = {4,1}, а S2= {3,2} и домены графа представлены на рис.1б. 
Для собственного вектора матрицы L, не являющегося вектором 
Фидлера, S1 = {2,4}, S2 = {1,3}. Соответствующее разбиение графа 
представлено на рис.1в. Сравнивая рис.1б и рис.1в заключаем, что 
вектор Фидлера действительно минимизирует суммарный вес ребер 
связывающих домены. Приводятся результаты расчетов по разделе-
нию графов с большим числом вершин.  
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ОБ ОДНОЙ РАЗНОСТНОЙ СПЛАЙН-СХЕМЕ  
РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА 
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Научный руководитель: ст. преподаватель Каминская Е.В. 

Томский государственный университет 
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Будем рассматривать простейшую математическую модель кон-
вективно-диффузионного распространения загрязняющего вещества 
в водоеме.  Для упрощения модели предположим, что вектор скоро-
сти водного потока и диффузия постоянны в рассматриваемой обла-
сти.  

Пусть  задача задана в области                              с границей                                                       

{ }0;x x H∂Ω = = = ,  где     [ ]0,t t T∈ .  
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В уравнении (1) V  – вектор скорости водного потока, D  – ко-

эффициент диффузии, C – концентрация вещества. 
 В расчетной области  Ω   построим равномерную сетку    
 

( ){ }./,,1,0,,0,,;, NHhnNintihxtxW n
i

n
i ====== …τ

 
Проинтегрировав уравнение (1) по формуле средних прямо-

угольников на
 [ ]1, +ii xx , и, заменив производную по времени с пер-

вым порядком аппроксимации по τ , а  производную от концентра-
ции на производную от весового кубического базисного сплайна (7), 
получим следующую разностную схему: 
 
 
 
 

Дополним ее начальными и граничными  условиями  
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Построенная разностная схема дает значение функции в точках 












+ jh
i

tx ,
2

. Для восстановления значений в целых точках использует-

ся сплайн-аппроксимация весовым сплайном на основе базисных 
функций 

 
                         

 
 

где ib  и ( )xBi  задаются как в [1]. 

В работе строится процедура адаптивного подбора параметров 

iω  [1] сплайна (7), позволяющая монотонизировать решение. По-

строенная схема тестируется на задаче с правой частью, допускаю-
щей точное решение, и дает удовлетворительные результаты. 
 

 

( ) ( )( ) ( ).~
1

'
1

'

2
1

2
1 iiiiiiiii

CC
h

V
xSxS

h

D
xSC −−−+





= ++++

ττ ( )4

( )5

( )6

( ) ( ),
2

1
∑

+

−=

=
i

ik
kki xBbxS ( )7



53 

 
Литература 

 
1. Шестая Сибирская конференция по параллельным и высокопроизводи-

тельным вычислениям [Электронный ресурс] / под ред. проф. А. В. Стар-
ченко. – Томск: Изд-во Том. ун-та, 2012. – 190 с. – URL: 
http://ssspc.math.tsu.ru/6TH/sbornik.pdf . – (дата обращения : 12.04.2013). 

2. Завьялов Ю.С. Методы сплайн-функций / Ю.С. Завьялов, Б.И. Квасов, В.Л. 
Мирошниченко: под  ред. Н. Н. Яненко.– М.: Наука, 1980.– 352 с. 

 

 
О РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ СВЕРХЗВУКОВОГО  

ВЯЗКОГО ОБТЕКАНИЯ ЗАТУПЛЕННОГО ТЕЛА 
 

Котов И.А. 
Научный руководитель: Гольдин В.Д. 
Томский государственный университет 

E-mail: kia1992@bk.ru 
 

Рассматривается задача вязкого сверхзвукового обтекания за-
тупленных тел, которая часто встречается в природе и технике. В 
качестве математической модели используется модель вязкого 
ударного слоя в двумерной постановке.  

Сложность задачи заключается в том, что основная система 
уравнений нелинейна, имеет переменный тип, и, кроме того, грани-
ца области определения неизвестных функций должна определяться 
в процессе решения.  

Целью работы является создание быстрого и достаточно точного 
численного алгоритма решения этой задачи. 

В основу алгоритма положено использование для решения си-
стемы дифференциальных уравнений численного метода 
И.В.Петухова [1-3], имеющего четвертый порядок аппроксимации 
по координате, ортогональной поверхности обтекаемого тела, и 
первый порядок – по продольной координате. 

Для определения границы области – положения головной удар-
ной волны – разрабатывается оригинальный вариант метода гло-
бальных итераций. Метод заключается в том, что для определения 
отхода ударной волны выводится обыкновенное дифференциальное 
уравнение со знакопеременным коэффициентом перед старшей 
производной. 
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Одним из методов медицинской визуализации является электро-
импедансная томография (ЭИТ). В исследованиях ЭИТ в качестве 
зондирующего агента используется электрический ток, искомой 
величиной является распределение электрического сопротивления 
(импеданса) внутри биологического объекта. Реконструкция изоб-
ражения ЭИТ требует решения прямой и обратной томографиче-
ских задач. Прямая задача обычно решается аналитическими или 
численными методами и включает уравнение эллиптического типа с 
переменными коэффициентами и условия Неймана на границе. 
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 Рис. 1. Двухэлектродная модель                                
 
В работе рассматривается три способа построения разностной 

схемы для численного решения: неизвестные значения сеточной 
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функции hϕ  сопоставляются с центром масс треугольника; с вер-

шинами треугольника (используются либо ячейки Дирихле-
Вороного, либо базисные функции ( , )iN x y ). При аппроксимации 

дифференциальной задачи используется метод конечного объема. 
Работа выполнена при поддержке ФЦП “Научные и научно-

педагогические кадры инновационной России” на 2009–2013 гг. 
(Соглашение № 14.В37.21.0667). 
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В АТМОСФЕРНОМ ВОЗДУХЕ 
 

Лейко О.В. 
Научный руководитель: доцент, к.ф.-м.н. Шельмина Е.А. 

Томский государственный университет  
E-mail: lov491@yandex.ru 

 

В представляемой работе рассматривается численная реализация 
двумерной нестационарной задачи переноса примеси. Физическая 
постановка данной задачи заключается в следующем: требуется 
определить значения концентрации примеси в точках области 

],0[],0[ yx LL × , где в момент времени t0 в точке с координатами 

),( 00 yx  происходит выброс примеси от источника мощностью Q.  

С учетом принятой физической постановки задачи, уравнение, 
моделирующее перенос газообразной примеси в заданном потоке, 
представляется в следующем виде [Ошибка! Источник ссылки не 
найден.11]: 
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2
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C +
∂
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∂+

∂
∂+

∂
∂

 (1) 

где C - концентрация примеси, U,V -  скорость ветра, Г - коэффици-
ент диффузии, Q - интенсивность поступления примеси. 
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Начальные и граничные условия для уравнения (1) имеют сле-
дующий вид: 

0

1 3

2 4

(0, , ) ( , ),   

( ,0, ) ( , ),        ( , ,0) ( , ),

( , , ) ( , ),   ( , , ) ( , ),x y

C x y C x y

C t y t y C t x t x

C t L y t y C t x L t x

=
= Ψ = Ψ
= Ψ = Ψ

 (2) 

где ),(0 yxC - функция, определяющая значение функции ),,( yxtC  в 

начальный момент времени t=0; 

1 2 3 4( , ), ( , ), ( , ), ( , )t y t y t x t xΨ Ψ Ψ Ψ  - заданные функции, описы-

вающие поведение функции ),,( yxtC  на границах исследуемой об-

ласти. 
Для численной реализации задачи (1) – (2) используются явные 

разностные схемы: Upwind и MLUОшибка! Источник ссылки не 
найден., решение по которым сравнивалось с аналитическим реше-
нием. Это сравнение показало, что наиболее точные результаты дает 
применение схемы MLU. 
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Алгоритм SIFT (Scale-Invariant Feature Transform) представляет 
собой метод выделения ключевых (особых) точек изображения с 
последующим построением дескрипторов. Алгоритм состоит из 
следующих этапов: 

1. Масштабно-пространственный детектор: поиск ключевых 
точек по всем масштабам изображения. 

2. Фильтрация обнаруженных ключевых точек для выделения 
стабильных точек. 
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3. Назначения одной или нескольких ориентаций для каждой 
ключевой точки. 

4. Вычисление дескрипторов. 
Для построения пространства масштабов традиционно использу-

ется свертка исходного изображения с гауссовым ядром. В [1] пока-
зано, что допустима замена гауссова фильтра сверткой функции 
изображения с функцией Грина эволюционного оператора,  насле-
дующей свойства симметрий этого оператора. Применение подоб-
ной фильтрации  позволяет  выделять дополнительные характери-
стики инвариантных векторов признаков.  

В [1] показано, что использование в качестве ядра свертки функ-
ции Грина процесса Орнштейна-Уленбека, (частного случая урав-
нения Фоккера-Планка) повышает стабильность работы детектора. 

В работе проводится анализ эффективности использования 
функций Грина различных уравнений (процессов) как замены базо-
вого элемента алгоритма SIFT. 
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ния и моделирование, 2010. 

 

О РАСЧЕТЕ ТЕПЛООБМЕНА В  
МНОГОСЛОЙНОМ  ОРТОТРОПНОМ КОЛЬЦЕ 
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В работе рассматривается численное решение нестационарной 
задачи теплопроводности в многослойном ортотропном кольце с 
граничными условиями третьего рода[1]. Рассматривается кольцо 
����, ��� � ����, ��� ∪ …∪ ������, ���, 0 
 �� 
 �� 
 ⋯ 
 ��, 
где К���, ����� � ��, ��: �� 
 � 
 ����, � ∈ �0,2���, � � 0…� � 1 и 
состоит из ортотропного материала с коэффициентами теплопро-
водности ��

�, �	
� . На линиях соприкосновения колец заданы условия 

идеального теплового контакта. Кроме того на линии раздела сред 
задана функция источник ����, �, ��. 
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Для решения используется экономичная схема метода 

суммарной аппроксимации[1]. Приводятся результаты численных 
расчетов 
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Глобальные нарушения экологической системы  привлекают 
внимание человечества к проблеме охраны окружающей среды как 
к особо актуальной. В силу сложности математического моделиро-
вания протекания атмосферных процессов актуально применение 
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современной высокопроизводительной техники с параллельной ар-
хитектурой, позволяющее значительно сократить время расчета. 

Целью данной работы является построение параллельного алго-
ритма, обеспечивающего минимальное время численного решения 
задачи переноса примеси при использовании  многопроцессорной 
вычислительной системы с распределенной памятью. 

С математической точки зрения необходимо решить следующую 
краевую задачу уравнения "конвекции-диффузии": 

2 2 2

( , , , );
2 2 2

V V V Q t x y zx y z
t x y z x y z

∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ
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∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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 Начальные и граничные условия имеют следующий вид:  
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∂Φ
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∂ =
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Здесь  ( , , , )t x y zΦ = Φ ‒ функция, описывающая концентрацию 
примеси; ( , , , )Q Q t x y z= - функция, которая описывает  источнико-

вый член загрязняющей субстанции;  t — время; , ,L L Lx y z — раз-

меры исследуемой области; 0Γ ≥  ‒ коэффициент диффузии;

0, 0, 0V V Vx y z≥ ≥ ≥  ‒ компоненты скорости потока ветра;  

В работе построена неявная разностная схема, приближенно 
описывающая рассматриваемую дифференциальную задачу. При 
аппроксимации конвективно-диффузионного оператора использова-
лась схема Самарского. В качестве метода решения полученной 
разностной задачи был выбран  метод покоординатного расщепле-
ния по Марчуку. 

Разработан параллельный алгоритм, обеспечивающий мини-
мальное время численного решения задачи переноса примеси  при 
использовании одномерной декомпозиции вычислительной области. 

Проведено тестирование построенного параллельного алгоритма 
с помощью задачи о мгновенном точечном источнике на кластере 
ТГУ СКИФ Cyberia. Результаты вычислительных экспериментов 
показали согласованность численных решений с точными, наличие 
ускорение и высокую эффективность. 
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Байесовская теория принятия решений составляет основу стати-
стического подхода к задаче классификации образов. Этот подход 
основан на предположении, что задача выбора решения сформули-
рована в терминах теории вероятностей и известны все представля-
ющие интерес вероятностные величины. Успешное применение 
правила Байеса для классификации цифрового изображения зависит 
от вида распределений признаков, описывающих изображения. При 
оценивании распределений важное значение имеет используемая 
модель данных. В данной работе рассматривается случайный 
тор	� = ���, ��, … , ���, здесь �� 

некоторые характеристики пикселя 
[1]. При таком описании отдельного пикселя, матрицу изображения 
можно интерпретировать, как выборку. Для которой строим гисто-
граммы ℎ�, ℎ�, … , ℎ�. Если выборка, понимается как случайная, а 
компоненты вектора являются числовыми случайными величинами, 
то каждую гистограмму можно считать случайной функцией ℎ�(�). 
В работе [1] было показано, что на коллекции цифровых изображе-
ний цветов для некоторых значений � распределение близко к нор-
мальному. Это позволяет использовать для распознавания сходных 
изображений байесовские разделяющие функции [2]: 

����� = ����� + 	�

�� + 
��, 
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Рассматривается диффузионная математическая модель, пред-

ставляющая изменение концентрации ауксина на ранних стадиях 
развития растений [1].Весь процесс описывается системой диффе-
ренциальных уравнений в частных производных параболического 
типа, где ���, ��выступает в роли активатора, ���, �� в роли ингиби-
тора. Требуется найти функции   ���, ��,���, �� ∈ ��

���� ∩ ����̅�, 
удовлетворяющие начальным и граничным условиям. 

Дифференциальная задача  аппроксимируется неявной разност-
ной схемой с прогонкой (схема 1) и неявной разностной схемой с 
итерациями и прогонкой (схема 2). 

Получена оценка погрешности схем, доказана их абсолютная 
устойчивость. 

Проведен вычислительный эксперимент на компьютере. Дина-
мика поведения ауксина и его ингибитора оформлена в виде графи-
ков, на которых видно как ауксин за счет автокатализа постепенно 
набирает рост и это приводит к неизбежному увеличению концен-
трации ингибитора, вследствие этого в системе устанавливается 
стационарное состояние, где нулевая концентрация ауксина наблю-
дается на конечном интервале.  
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Результаты расчетов согласуются с полученными ранее в [2] ре-
зультатами для упрощенной модели. 
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Задача обтекания затупленных тел при сверх- и гиперзвуковых 
скоростях имеет широкое применение в таких областях природы и 
техники как баллистика, ракетостроение, метеорная физика, самоле-
тостроение и др.  

В работе эта задача рассматривается в невязком приближении на 
основе двумерных уравнений Эйлера для совершенного газа с гра-
ничными условиями на теле и на поверхности головной ударной 
волны.  

Исходная система уравнений в частных производных является 
нелинейной. Она имеет переменный тип: эллиптический в дозвуко-
вой, и гиперболический в сверхзвуковой области. Кроме того, по-
ложение ударной волны неизвестно и должно определяться в про-
цессе решения. В настоящее время универсальных и достаточно 
быстрых методов решения данной задачи нет.  

В основу численного метода решения задачи положено исполь-
зование неявного конечно-разностного метода решения системы 
уравнений в частных производных первого порядка, записанной в 
матричном виде. 
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Для определения неизвестного положения ударной волны разра-
ботан новый вариант метода глобальных итераций [1]. Он сводится 
к построению обыкновенного дифференциального уравнения второ-
го порядка для определения отхода ударной волны. Это уравнение 
имеет особую точку, в которой обращается в нуль коэффициент при 
старшей производной. Условие гладкости решения в окрестности 
этой точки является дополнительным условием, замыкающим зада-
чу. 
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Искусственные нейронные сети (далее ИНС) наилучшим обра-
зом приспособлены для задач, в которых сложно или вовсе невоз-
можно получить алгоритм решения. ИНС способны подстраиваться 
под условия задачи и, обучаясь путём изменения “весов”, находить 
приближенное решение, близкое к точному [1]. 

ИНС можно представить в виде функции G(X,W)=Y, где X,Y – 
векторы входных и выходных параметров, W – матрица весовых 
коэффициентов [2].  

В данной работе рассматриваются две задачи применения ИНС. 
Первая задача исследования состояла в следующем: запрограмми-
ровать и обучить ИНС так, чтобы по заданному бинарному вектору 
она определяла каких компонент вектора больше, 0 или 1, или же 
случай их равного количества. С задачей сеть справилась безупреч-
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но и в результате опытов погрешность ошибки сведена к минимуму 
всего за 5 – 7 итераций обучения. 

Вторая задача ставилась так: научить ИНС по заданному моно-
хромному изображению, содержащему некоторое количество шума, 
определять какому из изученных ею ранее образов изображение 
соответствует. Результат работы показал, что ИНС можно успешно 
использовать для задач распознавания образов  даже там, где чело-
веческий глаз бессилен. 
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Изучение атмосферных процессов, происходящих в атмосфер-
ном пограничном слое, является важной задачей, поскольку именно 
в этой части атмосферы наиболее интенсивно протекают термоди-
намические процессы. Одним из основных инструментов в исследо-
вании атмосферы является математическое моделирование. 

Мезомасштабные (или локальные) модели атмосферы находят 
свое применение для решения различных прикладных задач: ло-
кальный прогноз погоды, изучение формирования атмосферных 
циркуляций, образования туманов и облачности и т.п. Одну из ос-
новных ролей в формировании атмосферных процессов играет пе-
ренос тепла и влаги. Тепло в атмосфере переносится как за счет пе-
реноса масс воздуха и содержащихся в нем субстанций, так и в виде 
лучистых потоков (радиации). Под радиационным теплообменом 
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понимается перенос тепла излучением, то есть электромагнитными 
волнами со скоростью света.  

В работе построена модель радиационного переноса тепла как 
при ясном небе, так и при наличии облачности. Используется под-
ход, основанный на делении всего спектра излучения на коротко-
волновую и длинноволновую составляющие [1]. Поток солнечного 
излучения, имеющий практически не меняющееся значение, транс-
формируется, преодолевая толщу земной атмосферы. Поток длин-
новолнового излучения Земли, распространяясь по высоте, также 
претерпевает изменения, рассеиваясь атмосферой с одной стороны, 
но и усиливаясь излучением самой атмосферы с другой.  

Рассмотренная в работе модель была применена для исследова-
ния атмосферных процессов во время грозы 27 августа 2012 года в 
районе Томска.  
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Математическое моделирование находит применение во многих 
областях науки, в частности в медицине. 

В данной работе изучаются три математические модели (М0, М1, 
М2) развития иммунного ответа организма для исследования двух 
возможных гипотез о механизме действия стимулятора антитело-
продукции (САП) [1]. В иммунном ответе участвуют антигены, ан-
титела, плазмоклетки и «молчащие» клетки. Согласно первой гипо-
тезе, САП включает в работу «молчащие» плазмоклетки. Согласно 
второй гипотезе, введение САП приводит к увеличению времени 
жизни плазмоклеток.  

Все уравнения моделей приведены к безразмерному виду и по-
лучены стационарные решения, которые исследованы на устойчи-



66 

вость. Установлено, что имеет место асимптотическая устойчивость 
по Ляпунову при любых положительных параметрах моделей. 

Проведен вычислительный эксперимент с применением одноша-
говых методов Рунге-Кутты, многошаговых методов Адамса и чи-
сто неявного многошагового А-устойчивого метода. Результаты 
оформлены в виде графиков. Модель М0 рассматривалась в качестве 
контрольной. Показано, что итогом численного эксперимента явля-
ется вывод антигенов из организма и его выздоровление, причем в 
моделях М1, М2 с действием САП выздоровление протекает быст-
рее. 

Рассмотрено действие САП в зависимости от времени его введе-
ния. Из анализа результатов следует, что более раннее введение 
САП в заболевший организм ускоряет процесс выздоровления. 

Проведены дополнительные исследования: изучены характери-
стика роста количества плазмоклеток, а также динамика коэффици-
ента усиления иммунного ответа. Гипотезы, высказанные в работе 
[1], подтверждены результатами расчетов. 
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В Томском государственном университете разрабатывается ме-
зомасштабная метеорологическая модель высокого разрешения для 
прогноза и исследования погодных явлений [1]. Современная ме-
теорологическая модель кроме основной системы уравнений гидро-
термодинамики для расчета полей скорости ветра, потенциальной 
температуры, плотности и давления, должна включать современную 
схему микрофизики влаги, оперирующую, по крайней мере, с тремя 
видами атмосферной влаги – водяным паром, облачной и дождевой 
влагой – учитываются образование облачности и выпадение осадков 
в виде дождя, снега и др.  
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Целью данной работы является построение математической мо-
дели, учитывающей помимо парообразной образование облачной и 
дождевой влаги, разработка вычислительного блока микрофизики 
влаги для метеорологической модели ТГУ и их апробация для ре-
альных условий.  

В данной работе математическая модель образования облачно-
сти и влаги опирается на параметризацию Кесслера [2], в которой 
рассматриваются процессы аккреции (захват облачной влаги дожде-
вой), автоконверсии (слипания облачных капель с образованием 
дождевых), конденсации и испарения. 

В результате была построена система уравнений в частных про-
изводных с начальными и граничными условиями, которые инте-
грируются с помощью метода конечных объемов и неявных раз-
ностных схем. Получившиеся после аппроксимации системы 
трехточечных уравнений решаются методом прогонки.  

Разработанный вычислительный блок микрофизики влаги был 
включен в метеорологическую модель однородного атмосферного 
пограничного слоя и применен для расчета осадков на 16 июня 2012 
года. Результаты сравниваются с наблюдениями и расчетами по 
другим моделям. 
 

Литература 
1. Старченко А.В. Численное исследование локальных атмосферных процес-

сов // Вычислительные технологии. – 2005, №10. С. 81-89. 
2. Kessler E. On the distribution and continuity of water substance in atmospheric  

circulation // Meteor.Monogr. − 1969. − V. 10. − 84 p.  
 

О МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЯХ  
МОРФОГЕНЕЗА РАСТЕНИЙ 

 
Уколов Р.Ю. 

Научный руководитель: ст. преподаватель Меркулова Н.Н. 
Томский государственный университет 

E-mail: romka-karasuk@mail.ru 
 

Морфогенез  представляет собой одну из наиболее сложных для 
моделирования задач биологии [1]. Живой организм, как динамиче-
ская система, состоит из четырёх полуавтономных уровней: моле-
кулярного, клеточного, тканевого, организменного. Моделирование 
морфогенеза заключается в моделировании процессов каждого 
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уровня и последовательного перехода между ними и осуществляет-
ся, как правило, в одномерной или двумерной постановке.  

В данной работе изучаются простейшие модели: экспоненциаль-
ный рост (модель 1), ограниченный рост (модель 2) и незатухающие 
колебания (модель 3) популяции клеток тканей растения [2]. В мо-
дели 1 экспоненциальный рост обусловлен автокатализом, и ско-
рость роста зависит от параметра R.  Показано, что в модели 2 воз-
можны бифуркации и установлены границы параметра модели, где 
нет ветвлений. В случае модели 3 получены стационарные решения 
и найдены условия на параметры модели. Численное решение для 
незатухающих колебаний вычислено по методу Эйлера и оформле-
но в виде графиков, демонстрирующих характер поведения  попу-
ляции клеток растения с течением времени.  
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Рассматривается  метод выбора подмножества признаков, мень-

шей размерности, которое содержит в себе большую часть важной 
информации из набора оригинальных признаков объекта. Для выбо-
ра используются критерии метода главных компонент.  

В современных задачах компьютерного зрения для классифика-
ции и распознавания образов используется большое количество век-
торов признаков исходных объектов. Одной из основных проблем 
является уменьшение размерности данного вектора, с целью сокра-
щения объема входных данных и вычислительной трудоемкости 
алгоритмов.  



69 

В работе рассматривается вычислительно эффективный метод 
выбора информативных признаков, использующий структуру глав-
ных компонент набора оригинальных признаков.  

Пусть вектор признаков X имеет размерность n, тогда алгоритм 
может быть сведен к пяти следующим шагам:  

1. Вычисляется  ковариационная или корреляционная матрица 
вектора признаков размерности n×n.  

2. Вычисляются  собственные значения и собственные векто-
ра матрицы. 

3. Выбирается размерность подпространства q<n  и строится 
матрица Aq  (размерности n×q) из собственных векторов.  

4. Производится кластеризация векторов Vi, которые являют-
ся строками матрицы Aq  на p≥q кластеров. 

5. Для каждого кластера находится соответствующий вектор 
V i, который является наиболее близким к центру кластера. 
Выберем соответствующий ему признак xi∈X в качестве 
главного признака. Этот шаг позволяет выбрать  p<n при-
знаков. 

Был проведен эксперимент, сравнивающий временные затраты и 
точность классификации объектов с использованием данного мето-
да и без него. В результате получили, что время классификации по-
сле отбора наиболее информативных признаков значительно сокра-
тилось, при этом потеря точности была незначительной. 
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Наиболее важным для практических задач является моделирова-
ние потоков под поверхностью жидкости, где значительно влияние 
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на поток свободной поверхности и рельефа дна. Такие течения опи-
сываются уравнениями мелкой воды [1]. 

В данной работе на основе уравнений мелкой воды строится ма-
тематическая модель ламинарного нестационарного течения в кана-
ле и конвективного переноса примеси в нем, а также решается зада-
ча распада произвольного разрыва кусочно-постоянных начальных 
данных. 

Для решения поставленной задачи конструируется двухшаговая 
схема Лакса-Вендроффа для уравнений гидродинамики и противо-
потоковая схема для уравнения конвекции. 

В результате исследований вопросов аппроксимации и устойчи-
вости численных методов показано, что решение, полученное по 
схеме Лакса-Вендроффа сходится к точному при условии 

/ max , 0, .j
j

s j Nτ ω≤ =  ( jω – собственные значения линеаризованной 

системы) со скоростью 2( , ),O hτ а решение, полученное для конвек-
тивного уравнения сходится к точному при условии 

/ max , 0, ,i
i

s u i Nτ ≤ =  со скоростью ( , ).O hτ  

Расчеты проводились для прямолинейного канала длиной 1000 
м, шириной 200 м с уступом дна. По результатам численных расче-
тов можно судить о скорости распространения примеси в потоке и 
влиянии разрыва начальных данных и рельефа дна на течение.  

Сравнение полученных приближенных решений с результатами 
из [1] показало совпадение, что говорит об адекватности построен-
ных моделей и корректности расчетов и делает возможным обобще-
ние простейших моделей на более сложные случаи, где учитывается 
воздействие на поток внешних сил и сложная геометрия русла. 
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Рассматривается метод обучения General Multiple Kernel 

Learning (GMKL) и его модификация для случая линейной комбина-
ции простых ядер. 

Последние достижения в машинном обучении показали, что ме-
тоды с использованием мультиядер могут быть использованы для 
решения большого спектра задач. А качество работы алгоритма 
распознавания напрямую зависит от выбора ядра для классификато-
ра. 

Целью машинного обучения с использованием мультиядер явля-
ется построить модель, где ядро представляет собой линейную ком-
бинацию простых ядер, уже хорошо известных в литературе [2]. 
Обучение ядра представляет собой композицию из подбора весовых 
коэффициентов для суммы простых ядер, и в оптимизации парамет-
ров для каждого из ядер отдельно. Для решения первой задачи ис-
пользуется градиентный спуск, а для второго - метод опорных век-
торов[4] (SVM).  Все это делает его более надежным и эффектив-
ным в распознавание, чем традиционное машинное обучение с не-
сколькими ядрами (MKL).  

В оригинальном алгоритме эти шаги независимы, нами предла-
гается изменить это и вести подбор параметров одновременно. 
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Пусть S – система с дискретным временем. В моменты времени 

t=0,1,2,… производится проверка всех включённых в работу эле-
ментов и включение или выключение некоторых элементов. В за-
данный момент времени имеется r исправных элементов. Стратеги-
ей резервирования называется функция K(r), такая, что 1≤K(r)≤r, 
заданная на множестве натуральных чисел, значениями которой 
является то количество элементов, которое нужно включить в рабо-
ту, если имеется r исправных элементов.Критерием резервирования 
назовём функционал, определённый на множестве пар (r,K(r)), при-
нимающий неотрицательные значения.Стратегию, которая достав-
ляет максимум выбранному критерию, будем называть оптимальной 
и обозначать через K0(r).ОбозначимчерезT(r,k) среднее время рабо-
ты системы, если на первом шаге в работу включается kисправных 
элементов, а  на следующем шаге используется оптимальная страте-
гия.T(r) – математическое ожидание времени безотказной работы 
при оптимальной стратегии, если в наличии имеется r исправных 
элементов. Тогда по формуле полного математического ожидания 
получаем 

0

( , ) ( ) 1 (1)
k m

i k i i
k

i

T r k C p q T r i
−

−

=

= − +∑  

Рассмотрим класс моделей с управляемым резервом, в котором 
выполнены следующие свойства: 

1) T(r) возрастает с ростом r и выпукла; 

2) Отношение 
( 1)

( )

T r

T r

+
 убывает с ростом r; 
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3) 
( 1)

lim 1
( )r

T r

T r→∞

+ = ; 

4) T(r,k) выпукла по k на промежутке [1,K0(r)+1] и не возрас-
тает на промежутке [K0(r)+1,r]; 

5) Для оптимальной стратегии выполнено 
K0(r) ≤ K0(r+1) ≤ K0(r)+1. 
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Реанализ – это научный метод для ведения полной истории из-
менения климата и погоды с течением времени. Продукт этого ме-
тода – данные реанализа. В нем скомбинированы наблюдения и 
численная модель, которая отображает один или несколько аспектов 
биосистемы, для получения смешанной оценки состояния биоси-
стемы. Обычно данные реанализа охватывает несколько десятиле-
тий и дает информацию обо всем мире, начиная от поверхности 
Земли до стратосферы. Данные реанализа широко используются в 
климатических исследованиях, включая мониторинг и сравнение 
текущих и прошедших климатических условий. Также его исполь-
зуют для установки причин вариаций и изменений климата, для 
подготовки прогнозов. Все больше и больше информацию из архи-
вов используют в коммерческих и бизнес-приложениях страхова-
ния, энергетики, агрокультуры и водных ресурсов. [1] 

В Институте Мониторинга Климатических и Экологических Си-
стем СО РАН была разработана геоинформационная вычислитель-
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ная веб-система для статистической обработки и анализа архивов 
пространственно-привязанных геофизических данных, полученных 
в результате наблюдений и моделирования. Функциональные воз-
можности разработанной системы включают в себя выбор террито-
рии и характеристик для анализа, обработки и визуализации резуль-
татов. Этот проект реализован и использованием языков програм-
мирования высокого уровня ITTVIS Interactive Data Language 7.0 
(IDL) и GNU Data Language (GDL). 

Работа предполагает добавление операции авторегрессии или ав-
торегрессионную модель первого порядка в список функциональ-
ных возможностей. Это будет реализовано с помощью языка про-
граммирования высокого уровня IDL. 
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Рассматривается  задача  оценивания неизвестных параметров 

1,..., pθ θ  по наблюдениям процесса 

                          
1

( ) ,  0 ,
p

t j j t
j

dy t dt dw t n
=

= + ≤ ≤∑θ ϕ                  (1) 

где ( )j tϕ - ортонормированный базис из пространства 2[0, ]L n , 

0( )t tw ≥ - винеровский процесс. Качество оценки θ̂  измеряется сред-

неквадратическим риском  
2 2 2

1

ˆ ˆ( , ) ,  .
p

j
j

R Eθ
=

θ θ = θ − θ θ = θ∑  

В работе предлагаются оценки вида 
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                         , ,
ˆ1 ,  1, ,

ˆn j n j

n

c
j p

+

 
 θ = − θ =
 θ
 

ɶ                            (2) 

где c - некоторая положительная константа, ˆ
jθ - оценка МНК, опре-

деляемая по формуле 

,

0

1ˆ ( )
n

n j j tt dy
n

θ = ϕ∫ . 

Обозначим ˆ( ) ( , ) ( , )n n nR R∆ θ = θ θ − θ θɶ  - разность рисков оценки 

(2) и оценки МНК. 
Доказана следующая теорема. 

Теорема. Пусть наблюдаемый процесс описывается уравнением 

(1). Тогда оценка (2)  с ( 1)c p p n= − ⋅  превосходит по средне-

квадратической точности оценку МНК для всех 2p ≥ . При этом  
2( ) ( 1) ( )n p p n∆ θ ≤ − − ⋅ . 

С помощью теоремы Гаека-Лекама [1]  установлено, что пред-
ложенная оценка (2) является асимптотически оптимальной в ми-
нимаксном смысле. 

Теорема. Оценка (2) удовлетворяет предельному соотношению  

liminf sup ( , ) limsup ( , )
n

n nn T n
R T R

→∞ →∞θ∈Θ θ∈Θ
θ = θ θɶ , 

где инфимум берется по всевозможным оценкам nT  параметра 

1( ,..., ) p
pθ = θ θ ∈Θ ⊆ ℝ . 

 Замечание. Оценка (2) представляет собой положительную 
часть улучшенной оценки, предложенной в [2]. 
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В работе рассматривается задача прогнозирования  цен на нефть. 

Для построения прогноза используются линейные стохастические 
модели с дискретным временем (временные ряды)  первого порядка 
следующих типов [1]: 

Модель скользящего среднего МА(1) 

1n n ny δ ε θε −= + + ; 

Авто регрессионная  модель AR(1) 

1n n ny ayδ ε−= + + ; 

Модель авторегрессии и скользящего среднего ARMA(1,1) 

1 1n n n ny ayδ ε θε− −= + + − , 

где δ , a , θ  - параметры моделей, , 1,2,...n nε = - независимые оди-

наково распределенные 2(0, )σ  случайные величины. 

Решение задачи включает в себя следующие этапы. На первом 
этапе построены оценки неизвестных параметров моделей по реаль-
ным данным ny , n=1,2,…,36, (среднемесячные цены на нефть марки 

«Brent»  за период  январь 2010 - декабрь 2012), которые определя-
ются формулами   

1

1ˆ
n

k
k

y
n

δ
=

= ∑ , 2
1 1

1 1

ˆ ,
n n

k k k
k k

a y y y− −
= =

=∑ ∑  2ˆ 1nθ σ= − , 2 2

1

ˆ( )
n

n k
k

yσ δ
=

= −∑ , 

n=36. 
Далее установлено,  что предложенные модели являются адек-

ватными исходным данным. Построен прогноз на один и два шага 
по времени, используя формулы из [2]. Найдены доверительные 
границы прогнозных значений.  Из полученных результатов следует 
вывод, что наиболее точный прогноз дает модель ARMA(1,1). 
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ИССЛЕДОВАНИЕ КРИТЕРИЯ ХИ-КВАДРАТ ПРО-
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Статистические методы анализа данных применяются практиче-

ски во всех областях деятельности человека. Их используют всегда, 
когда необходимо получить и обосновать какие-либо суждения о 
группе объектов (или субъектов) с некоторой внутренней неодно-
родностью.Распределение «хи-квадрат» является одним из наиболее 
широко используемых в статистике для проверки статистических 
гипотез. χ2

n=∑ ��
��

��� - распределение «хи-квадрат» с n степенями 
свободы -  это распределение суммы квадратов n – независимых 
стандартных нормальных случайных величин. На основе этого рас-
пределения построен один из наиболее мощных критериев согласия 
- критерий «хи-квадрат» Пирсона. В работе рассматривается слу-
чайная величина «хи-квадрат»,ее распределение и свойства, а также 
мы знакомимся с задачами математической статистики, для реше-
ния которых можно применить статистику «хи-квадрат». Рассмат-
риваются принципы выбора ширины интервалов группировки дан-
ных при построении критериев типа «хи-квадрат». 
 

Литература 
1. Кендалл М. Дж., Стюарт А./ Статистические выводы и связи / М. Дж. Кен-

далл, А.  Стюарт, В. Л. Мирошниченко; под ред. А. Н. Колмогорова. – М.: 
Наука, 1973. – 900 с. 

2. Крамер Г./ Математические методы статистики / Г. Крамер; под ред. А. Н. 
Колмогорова. – М.: Мир, 1975. – 647 с. 

 
 
 
 
 
 
 
 



78 

СТАТИСТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ  
ДЕМОГРАФИЧЕСКИХ ДАННЫХ В ТАБЛИЦАХ 

СОПРЯЖЕННОСТИ 
 

Хисамутдинова А.Р. 
Научный руководитель: доцент Кривякова Э.Н. 

Томский государственный университет  
E-mail: xisamutdinova1992@mail.ru 

 
Достоверная статистическая обработка демографических показа-

телей является одной из важных задач в вопросах современных ис-
следований. Имеет важное значение для демографических исследо-
ваний в России и Томской области в частности.  

Для обработки используются таблицы сопряженности для пред-
ставления категоризованных данных, их виды и характеристики, а 
также критерии  согласия , с помощью которых проверяются гипо-
тезы о независимости признаков, и коэффициенты, характеризую-
щие связь двух и более признаков для таблиц сопряженности . 

В данной работе описывается критерий 2χ  Пирсона. Когда ве-
личина статистики 2χ  превышает табличное значение с заданным 

уровнем значимости, то гипотеза о независимости отвергается, и 
возникает задача оценить степень значимости. В этом случае рас-
сматриваются коэффициенты Юла, коллигации, Крамера, коэффи-
циент связи V, коэффициент сопряженности Пирсона. 

Данная статья посвящена исследованию зависимости различных 
демографических данных, в том числе зависимость численности 
населения от пола и года, смертности от года и причины смерти. 
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В работе рассматривается задача хеджирования азиатского оп-
циона при наличии транзакционных издержек в модели Блэка-
Шоулса. Предполагается, что безрисковый актив постоянен, 1tB t= ∀

, рисковый актив описывается уравнением 
0, 0t t tdS S dw Sσ= > , где 

0σ > - волатильность, 
0( )t tw ≥ - винеровский процесс. Транзакцион-

ные издержки постоянны и равны k . 
Для решения задачи хеджирования при наличии транзакционных 

издержек используется стратегия, предложенная Леландом, в кото-
рой количество акций n

tγ в портфеле в момент времени t определя-

ется 
1 1, ( , )

1

( ) ( )
i i i i

n
n
t t t t t

i

tγ ν χ
− −

=

= Φ∑ , где n - число пересмотра интервалов, 

i

i
t

n
= , ( , , )t td t Sν θ= , 2 2

0n nθ θ σ σ= = + и 0 0σ > - постоянная. 

Тогда стоимость портфеля во время t имеет вид 

0

0

( ) (0, , )
t

n n n
t u u tV S C S dS kJθ γ= + −∫ , где 

1
( )

i i i

i

n n n n
t t t t t

t t

J J S S γ γ
−

≤

= = −∑ . 

В [1] авторы доказали существование параметра 2
0 2 2 /kσ σ π= , 

для которого конечная стоимость портфеля сходится к платежной 
функции по вероятности. Однако, для такого выбора параметра, 
стратегия Леланда не решает проблему хеджирования опциона. 

В работе [2] доказано, что 0 0σ∀ > предельное распределение 

для конечной стоимости портфеля для стратегии Леланда есть слу-
чайная величина со смешанным гауссовским распределением. 

Используя этот результат, в работе установлено, что существует 
такой параметр 0σ , для которого стратегия Леланда является 

хеджирующей.найдена справедливая цена для такого опциона.  
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ТИСТИЧЕСКИХ МЕТОДОВ ОЦЕНИВАНИЯ 
 

Иванюк Ю.В. 
Научный руководитель: ст. преп. Емельянова Т.В. 

Томский государственный университет 
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Авторегрессионная AR(p)-модель получила большую извест-

ность из-за широкого применения в автоматическом управлении, 
идентификации и моделировании экономических и финансовых 
временных рядов. Авторегрессионный процесс порядка p (AR(p)-

процесс) определяется следующим образом:
  

1

p

t k t k t
k

x xθ ε−
=

= +∑  (1),   где последовательность случайных вели-

чин 
1 2
, ...ε ε образует  белый шум.  

Одной из основных задач при статистическом исследовании мо-

дели (1) является оценка коэффициентов 1, ..., pθ θ  по наблюдениям 

отрезка ряда 
1
, ...,

n
x x  [1].  

Обычно для оценивания параметров вектора 
21

( , )θ θ θ= исполь-

зуют метод наименьших квадратов (МНК) 

121 1

1
( ) ( ( ), ( ))

n

k k
k

X Xnn n n Mθ θ θ −
=

−′= = ∑ , '
1 1

1

n

k k
k

X XnM − −
=

= ∑ (2),  где 

'
1( ),k k kX x x −= ; штрих обозначает транспонирование; 1

nM
− -

обратная к матрице nM , если det 0nM >  и 1 0nM − =  в противном 

случае [2].  
Если корни характеристического полинома 

1
1( ) ...

p p
pz z zϕ θ θ−= − − −  попадают внутрь единичного круга 

| | 1jz < , то  оценки МНК  являются асимптотически нормальными 

и состоятельными и в AR(p) – модели (1) [3]. Однако если корни 
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характеристического полинома попадают на границу единичного 
круга, то асимптотическая нормальность нарушается, более того, 
например в AR(2)- модели имеет 6 асимптотических распределений 
на границе области. От этого недостатка свободны последователь-
ные оценки. 

Еще один способ оценивания параметров – метод последова-
тельного оценивания. В отличие от использования МНК, он, с мо-
мента остановки, является асимптотическим и нормально распреде-
ленным в [ 1,1]θ ∈ − . Метод последовательного оценивания опреде-
ляется заменой объема выборки n в (2) на момент остановки 

( )2 2
1 2

1
}, inf{0}( ) inf{ 1:

n

k k
k

X X hh nτ +− −
=
∑ ≥ =+∞= ≥ , где h - положитель-

ное число. [2] 
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ПРОГНОЗИРОВАНИЕ СТАЦИОНАРНЫХ  
СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ С ЗАДАННОЙ  
СРЕДНЕКВАДРАТИЧНОЙ ТОЧНОСТЬЮ  

 
Шеметова О.А. 

Научный руководитель: ст. преп. ЕмельяноваТ.В. 
Томский государственный университет 

E-mail: Lesya_Shemetova@mail.ru 
 
Одной из главных проблем в анализе временных рядов является 

прогнозирование значений стационарного процесса по его конечной 
реализации. Стационарные процессы широко используются в эко-
номике, медицине, физике, механике и других областях человече-
ской деятельности. Одним из важных аспектов является оценка 
спектральной плотности процесса, представляющая собой преобра-
зование Фурье ковариационной функции [1], [3]. В работе рассмат-
ривается прогнозирование значения стационарного процесса в мо-
мент времени s>τ по наблюдениям процесса в промежутке–
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τ<t<τ[2]. Вычисляется среднеквадратическая точность прогноза 
авторегрессионного случайного процесса первого порядка при за-
мене неизвестного параметра aспектральной плотности на его по-
следовательную оценку a. 
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ПРИМЕНЕНИЯ МАРТИНГАЛЬНЫХ  
ПРЕДСТАВЛЕНИЙ ДЛЯ  ФУНКЦИОНАЛОВ ОТ 
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Шишкова А.А. 
Научный руководитель: д.ф.-м.н., проф. Пергаменщиков С.М. 

Томский государственный университет 
E-mail: Shishkova@sibmail.com 

 
Целью данной работы является изучение теории мартингалов, 

позволяющей проводить расчеты в финансовой математике. А 
именно теоремы о представлении квадратично интегрируемых мар-
тингалов [1] и её применение в задачах хеджирования для модели 
Блэка-Шоулса в непрерывном времени с двумя финансовыми акти-
вами. Эта модель предполагает определенную стабильность в пове-
дении цен [2]. 

Практический результат исследования заключается в решении 
задачи построения хеджирующей стратегии. В качестве основного 
финансового инструмента использовался опцион. При решении этой 
задачи были получены результаты: 

1. Исследована общая модель Блэка-Шоулса. 
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2. Доказана теорема о мартингальном представлении. 

3. Вычислены коэффициенты 
0( )t t Tα ≤ ≤   мартингального представ-

ления для мартингала  ( )t T tM E f F= , позволяющие в дальней-

шем перераспределить портфель ценных бумаг, таким образом, 
чтобы получить наибольшую прибыль. 

4. Вычислена стоимость опциона и найдена хеджирующая страте-
гия численными методами для данных параметров модели. 
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Теория информации представляет собой ветвь статистической 

теории связи. В ее основе лежит статистическое описание источни-
ков сообщений и каналов связи. Круг проблем можно охарактеризо-
вать как исследование методов кодирования для экономного пред-
ставления сообщений различных источников и для надежной пере-
дачи их по каналам связи с шумом.[1] 

Рассмотрим задачу проблем кодирования и декодирования ин-
формации. Любая информация для того, чтобы быть переданной, 
переводится на язык специальных символов или сигналов, т.е. ко-
дируется. Одной из задач является отыскание наиболее экономных 
методов кодирования. Она решается как при наличии, так и при от-
сутствии помех в канале связи. [1] 

Для возможности восстановления информации после ее искаже-
ния шумами в канале связи в нее до передачи в канал вводят избы-
точность по специальным правилам. Проблемы, связанные с кон-
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кретными способами введения избыточности, являются объектом 
исследования теории кодирования.[2] 

Рассмотрим канал с помехами, то есть, на входе имеем случай-
ную величину х, а на выходе случайную величину у с условными 
вероятностями Р(у|х).[2] 

 Был рассмотрен код Шеннона-Фено и влияние помех на иска-
жение сигналов.[1] 

 Изученная теория применяется нами для решения конкретных 
задач. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ДОПОЛНЯЕМОСТИ  
ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ ПРОСТРАНСТВ 
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Рассмотрим метрический компакт �, содержащий сходящуюся 

последовательность неизолированных точек ��. Обозначим �� пре-
дел этой последовательности. Пусть, далее, пространство �′ - это 
копия пространства �\{��}, а �′′ - это копия пространства �\
���, ��, … , ��, … �. Заметим, что �′  локально компактное метризуе-
мое пространство, а �′′ не является локально компактным. Постро-
им сюрьективное отображение �:�′⨆�′′ → �, которое действует 
следующим образом: если �′ и �′′ - это копии точки � ∈ �\{��}���

� 	в 
пространствах �′ и �′′ соответственно, то ���′� = ������ = �; 
����

� � = ��,	 ∈ ℕ; ����
��� = ��. Рассмотрим пространства непре-

рывных функций 
�(�) и 
�(�′⨆�′′), наделенные топологией пото-
чечной сходимости. Определим линейный оператор �:
�(�) →

�(�′⨆�′′) по формуле ���� = � ∘ �, � ∈ 
�(�). В работе показано, 
что замкнутое  линейное пространство �(
����) недополняемо в  

�(�′⨆�′′). Но справедлива следующая  
Теорема. Пространство �(
����) квазидополняемо в простран-

стве 
�(�′⨆�′′). 
 

SC ФУНКЦИИ 
 

Полухина А.В.  
Научный руководитель: доцент, к.ф.м.н. Хмылёва Т.Е.  

Томский государственный университет 
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В работе рассматривается следующий вопрос: все ли выпуклые 

функции являются функциями SC? 
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Определение: Функция :f X → ℝ  называется выпуклой, если для 

любых точек ,1 2x x X∈  и для любых , 01 2λ λ ≥ таких, что 11 2λ λ+ = , 

выполняется неравенство ( ) ( )( )1 1 2 2 1 1 2 2f x x f x f xλ λ λ λ+ ≤ + . 

Пусть ( )V X - множество всех выпуклых функций на множестве 

X .  
Определение: Пусть ,X Y - топологические пространства. Отоб-

ражение :f X Y→ называется функцией SC, если для любого под-

множества ,A X A⊂ ≠ ∅  функция f A
 имеет точку непрерывности. 

Все SC функции являются функциями первого класса Бэра. Об-
ратное утверждение неверно. Примером служит функция Римана. 

В работе  доказаны следующие теоремы. 
Теорема 1: Если X - метризуемое компактное выпуклое подмно-

жество топологического векторного пространства, то множество 
крайних точек X  образует  множество типа Gδ . 

Теорема 2: Выпуклая функция :f K → ℝ  является функцией 

класса SC тогда и только тогда, когда множество крайних точек К – 
выпуклый компакт. 
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РАВНОМЕРНЫЕ РЕТРАКТЫ В ПРОСТРАНСТВЕ ( )pC X  
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В работе рассматривается случай существования равномерно ре-

тракта в  пространстве ( )pC X .  
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Пусть X α= Γ  есть одноточечная компактификация дискретно-

го пространства. Тогда ( )pС X  изоморфно пространству 0( )c Γ :  

         0( ) { : , 0с x εΓ = Γ → ∀ >ℝ { : ( ) }F xγ γ ε∈ ≥ - ко-

нечно} с топологией поточечной сходимости. Пусть далее дано 

отображение :ϕ Γ → ℝ , такое что ( ) 0ϕ γ >  для γ∀ ∈Γ .  

Теорема 1. Выпуклое множество 

                     0{ ( ) : ( ) ( ), }K x c x γ ϕ γ γ= ∈ Γ ≤ ∀ ∈Γ  

является равномерным ретрактом пространства 0( )c Γ . 

Теорема 2. Для любого пространства X , если ( )pC X  содержит 

всюду плотное подмножество типаGδ  из пространства X
ℝ , то 

пространство X  является дискретным.                                         
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ДВИЖЕНИЕ НЕИЗОМЕТРИЧЕСКИХ ЧАСТИЦ В 
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Многофазные турбулентные течения (как правило, это потоки 
жидкости или газа с частицами) используются в многочисленных 
практических приложениях. В данной работе рассматриваются во-
просы, связанные с очисткой промышленных газовых выбросов с 
диспергированной твердой фазой в аппаратах циклонного типа. 
Описание реального движения дисперсного потока в циклонах име-
ет ряд принципиальных затруднений. Одним из них является необ-
ходимость учета влияния формы и размеров элементов дисперсной 
фазы на ее взаимодействие с несущей средой. 

Целью настоящей работы является исследование движения оди-
ночной частицы в закрученном газовом потоке. Дифференциальное 
уравнение движения частицы имеет вид второго закона Ньютона: 

( ) gVF
dt

vd
V gpD

p �

�

�

ρ−ρ+=ρ ,  

где ρ  – плотность, V – объём, v
�

 - скорость; индекс p относится к 

частице, g – к газу. Сила сопротивления DF
�

, действующая на не-

изометрическую частицу, зависит от ее скорости движения относи-

тельно газа, определяется тензором сопротивления K  и имеет вид: 

( )pgD vvKF
��

�

−⋅= . 

Для относительно небольших скоростей вращения внешнего ци-
линдра движение частицы осуществляется практически по цилин-
дрической поверхности, а с увеличением скорости вращения – по 
конической поверхности. С увеличением скорости вращения газа 
число витков, совершаемых частицей, увеличивается. Проведенные 
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расчеты показали, что движение частиц существенно зависит не 
только от их размеров, но также от формы, ориентации в потоке и 
от закономерностей вращения относительно центра масс. Таким 
образом, современные алгоритмы расчета характеристик пылеулав-
ливателей должны учитывать несферичность и вращение частиц в 
потоке. 
 

ВЫБОР СПЕКТРАЛЬНОГО ИНТЕРВАЛА  
В ПРИЕМНЫХ ТРАКТАХ ТЕПЛОВИЗОРОВ 

СРЕДНЕГО ИК-ДИАПАЗОНА ДЛЯ РЕГИСТРАЦИИ 
ПОЛЕЙ ТЕМПЕРАТУРЫ В ПЛАМЕНИ  
И ВЛИЯНИЕ ВЛАГОСОДЕРЖАНИЯ  

РАСТИТЕЛЬНЫХ ГОРЮЧИХ МАТЕРИАЛОВ НА 
КОЭФФИЦИЕНТ ИЗЛУЧЕНИЯ ПЛАМЕНИ 

 
Иванов А.И. 

Научный руководитель: к.ф.-м.н. Лобода Е.Л. 
Томский государственный университет 

 
При проведении исследований природных пожаров отдельной 

задачей встает вопрос о регистрации температур во фронте горения. 
Использование термопар в полевых условиях сильно затруднено 
техническими трудностями и, кроме того, термопары вносят воз-
мущения в исследуемую среду. 

В работе представлены результаты экспериментальных исследо-
ваний по регистрации полей температуры в пламени, образующемся 
при горении растительных горючих материалов. 

Известно, что спектр излучения пламени складывается из спек-
тра излучения продуктов горения в состав которых входят пары 
воды, углекислого газа и конденсированные продукты горения. По-
этому выбор спектрального интервала играет значительную роль 
при регистрации полей температуры. 

В работе приведены значения коэффициента излучения пламени 
при различном влагосодержании растительных горючих материа-
лов. Установлено, что в спектральном интервале 2.5-2.7 мкм увели-
чение влагосодержания приводит к росту коэффициента излучения 
пламени. 
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КОМПОЗИЦИОННЫХ ТЕПЛОЗАЩИТНЫХ  
МАТЕРИАЛОВ В ПЛАЗМЕННОЙ СТРУЕ 

 
Капарушкина Ю.О. 

Научный руководитель: проф., д.ф.м.н. Голованов А.Н., с.т.н. 
к.т.н. Зима В.П. 

Томский государственный университет 
E-mail: fork@sibmail.com 

 
Раскрывается понятие композиционных материалов, их виды, а 

также, характеристики каждого из них. Оценивается значимость 
применения таких материалов в авиа и ракетостроении. 

Композиционные материалы являются перспективными элемен-
тами тепловой защиты конструктивных элементов летательных ап-
паратов. 

В данной работе проводится экспериментальное исследование 
для ряда композитов, характеристики теплообмена и термического 
разрушения[1]. 

Образцы композиционных материалов помещались в плазмен-
ную струю генерируемую плазмотроном ЭДП-104А/50. При этом 
проводилось непрерывное измерение температуры поверхности с 
помощью пирометра ЭТП-М – 34, убыль массы, рассчитывались 
плотности теплового потока в стенку[3,4]. 

Графики изменения температуры и убыль массы приведены на 
рисунках 1-2: 

 
Рисунок 1 – График изменения массы от времени 
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Рисунок 2 – График изменения температуры от времени 

 
         Приводятся также графики изменения температуры по-

верхности от ее шероховатости. 
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Известно, что пламя, образующееся при горении растительных 

горючих материалов, является излучающей оптической полупро-
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зрачной средой, которая способна поглощать, отражать и пропус-
кать излучение сторонних объектов. 

В данной работе представлены результаты экспериментальных 
исследований по определению влияния пламени, образующегося 
при горении растительных горючих материалов, на регистрацию 
высокотемпературного объекта (абсолютно черного тела) при  по-
мощи тепловизора в различных спектральных диапазонах. 

В эксперименте варьировались запас растительных горючих ма-
териалов, толщина слоя пламени, температура модели абсолютно 
черного тела. 

Приводятся значения коэффициента ослабления пламени для 
спектрального интервала 2,5-2,7 мкм. Установлено, что достоверно 
зарегистрировать энергетические характеристики экранированного 
объекта в указанном спектральном интервале возможно только при 
температурах объекта выше 1100 К. 

 
 
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ  
СПЕКТРА ИЗМЕНЕНИЯ ТЕМПЕРАТУРЫ  

В ПЛАМЕНИ, ОБРАЗУЮЩЕМСЯ ПРИ ГОРЕНИИ 
РАСТИТЕЛЬНЫХ ГОРЮЧИХ МАТЕРИАЛОВ 

 
Столярчук Н.Д. 

Научный руководитель: к.ф.-м.н. Лобода Е.Л. 
Томский государственный университет, Томск,  

loboda@mail.tsu.ru 
 

Проведено экспериментальное исследование особенностей реги-
страции высокотемпературных объектов в ИК-диапазоне и влияние 
пламени, образованного при горении растительных горючих мате-
риалов. 

 При проведении дистанционных температурных измерений в 
очагах горения растительных горючих материалов (РГМ) по 
собственному излучению пламени в инфракрасном диапазоне длин 
волн (в дальнейшем инфракрасные методы) из-за отсутствия 
сведений о величинах коэффициентов излучения ε, возникает 
проблема получения термодинамических значений температуры. 
Эту проблему можно решить путем корректировки значения 
коэффициентов излучения ε инфракрасных изображений по данным 
измерений температур термопарами в пламени в реперных точках 
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единовременно с тепловизионными кадрами. Далее, с помощью 
полученных значений поправочных коэффициентов излучения ε 
корректируется поле температур инфракрасного изображения 
пламени для каждого кадра измеренной реализации. 

Эксперименты проводились в лабораторных условиях. Для 
измерений использовались тепловизор Inframetrics-760 с частотой 
25 кадров в секунду со спектральным рабочим диапазоном 3÷5 мкм 
и тепловизор JADE J530SB оснащённый узкополосным оптическим 
фильтром в полосе 2.5÷2.7 мкм с возможностью регистрации 
изображений в реальном времени до 170 кадров в секунду. Масса 
РГМ определялась при помощи электронных весов, 
влагосодержание РГМ – при помощи анализатора влажности A&D 
MX-50 с точностью 0,01 %. Температура воздуха, относительная 
влажность и атмосферное давление контролировались при помощи 
метеостанции Meteoscan RST01923.  

Контрольные температурные измерения проводились при 
помощи гребенок термопар типа ХА (хромель-алюмель), 
расположенных в вертикальном направлении над поверхностью 
образца горючих материалов. Данные термопар регистрировались 
при помощи комплекса. 

В данной работе приведены результаты экспериментальных 
исследований температурных полей пламени при горении РГМ в 
ИК-диапазоне. Установлено, что при горении РГМ в спектре 
температуры пламени присутствуют частотные максимумы в 
диапазоне 2-7 Гц. Так же установлено, что если температура 
исследуемого объекта ниже 1100 К, то пламя его полностью 
экранирует, а при температуре выше 1100 К, регистрируемая 
температура объекта, при помощи тепловизора становится больше 
истиной и содержит те же самые частотные максимумы, что и 
спектр температуры пламени.  
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Научный руководитель: учитель математики Киреенко С.Г. 

МБОУ лицей при ТПУ, г. Томск 
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Инвариант или инвариантность – термин, обозначающий нечто 
неизменяемое. Инвариант в математике – это свойство некоторого 
класса (множества) математических объектов оставаться неизмен-
ными при преобразованиях определенного типа. 

В данной работе речь пойдет о задачах, в которых условия не 
изменяются либо при замене знака одной или нескольких перемен-
ных на противоположный (симметрия относительно знака), либо 
при перестановке нескольких переменных (симметрия относительно 
перестановки переменных), либо при замене переменной на некото-
рое выражение с переменной. 

Задачи подобного типа часто предлагаются на выпускных экза-
менах, различных вступительных испытаниях в вузы, а также на 
математических олимпиадах. Литературы, где бы данный материал 
был систематизирован и сопровожден достаточным количеством 
примеров, практически нет, а в школьных учебниках нет даже и 
упоминания о применении инвариантности.  

Целью данной работы являлась пропаганда применения столь 
нетрадиционного, но весьма полезного для школьной практики ме-
тода. 

При решении задач указанного вида используется следующий 
алгоритм: 

1) выполняется проверка на инвариантность; 
2) из проверки выполнения необходимых условий находятся до-

пустимые значения параметра; 
3) проверяется достаточность условий, т.е. для найденных допу-

стимых значений параметра выполняется проверка того, что при 
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полученных значениях параметра уравнение (неравенство, система 
и т.д.) действительно имеет требуемое число решений. 

Авторами работы решены более 40 различных заданий с пара-
метрами (уравнений, неравенств, систем уравнений и неравенств), 
кроме того, более 10 заданий составлены самостоятельно. Весь 
накопленный материал был систематизирован, классифицирован и 
опубликован в методическом пособии для учителей и учащихся 
старших классов образовательных учреждений. 

 
 

КРИПТОГРАФИЯ. ПЕРВЫЕ  
ШАГИ К ШИФРОВАНИЮ. 

 
Васильева М. 

МАОУ СОШ № 47 
E-mail: ulina8@rambler.ru 

 

Наверняка большинство из вас когда-либо хотели создать систе-
му обмена секретными сообщениями друг с другом. Возможно, вы 
договорились писать все слова задом наперед, или вместо букв упо-
треблять цифры, где каждая цифра будет соответствовать конкрет-
ной букве алфавита. Затем вы используете этот код. Письмо с ис-
пользованием секретного кода называется криптограммой, а наука, 
изучающая такие письма – криптографией. 

При подготовке данной исследовательской работы, я поставила 
перед собой следующие задачи: 

- расширить свои знания в области математики; 
- рассмотреть различные способы криптографии; 
-научиться применять рассмотренные способы криптографии 

для составления криптограмм, а также дешифровать криптограммы. 
Для зашифровки военных, дипломатических, и иных секретных 

текстов в разные времена применялись различные способы крипто-
графии.  

Например, очень известный шифр Цезаря. Свое название данный 
шифр получил по имени римского императора Гая Юлия Цезаря. 
Каждая  буква алфавита в зашифрованном послании заменяется на 
другую букву этого же алфавита путем ее смещения на одинаковое 
количество знаков. Например, при смещении на 3 знака открытый 
текст «БАГАЖ» будет преобразован в шифротекст «ДГЖГЙ». 
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В ходе данной работы были рассмотрены основные этапы разви-
тия криптографии, изучены такие способы шифрования, как про-
стейшие моноалфавитные шифры, акростих, литорея, скитала, по-
лиалфавитные шрифты. Проделанная мной работа показала, что  
шифровать и расшифровывать послания могут даже пятиклассники.  
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Свое будущее я вижу как будущее программиста. Поэтому мне 
необходимо познакомиться с системами счисления, которые ис-
пользуются в компьютерной технике, узнать их историю и научить-
ся выполнять арифметические действия в различных системах счис-
ления. Поэтому  задачи моей работы: узнать о применении систем 
счисления, научиться выполнять арифметические действия в раз-
личных системах счисления, научиться переводить числа из одной 
системы счисления в другую, написать программу перевода чисел 
из одной системы счисления в другую 

Система счисления - это определенный способ записи натураль-
ных чисел с помощью цифр. В своей работе, я рассказываю: о дво-
ичной, восьмеричной, шестнадцатеричной, десятичной системах. 
Привожу метод перевода из десятичной системы счисления в р-
ичную, и обратно. Показываю как выполняются арифметические 
операции в р-ичных системах и привожу таблицы сложения и 
умножения в двоичной, троичной системах. 

Убедившись в трудоёмкости ручного перевода чисел из одной 
системы счисления в другую, я решил облегчить эту работу, напи-
сав программу на языке JavaScript, которая переводит числа из од-
ной системы счисления в другую и назвал её Radix Converter. 
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1. Извлечение корня. 
Известен метод подбора значения квадратного корня из нату-

рального числа, если известно, что данный корень также является 
натуральным числом. В данной работе этот метод обобщается на 
корни высших степеней (в нечётных степенях шанс совпадения 
больше, в четных возможен выбор). Предложенный метод наиболее 
прост и эффективен, если корень является двузначным числом. 

Доказано, что существуют определённые циклы, благодаря ко-
торым можно вычислить возможные комбинации числа, которое 
возводили в данную степень. Эти циклы можно оформить в виде 
определённой таблицы. С помощью такой таблицы, а также обра-
щая внимание на последнюю цифру, легко извлекать корни высших 
степеней. 

 
2. Проверка результата. 
Известен метод более быстрой проверки результата долгого вы-

числения без использования калькулятора. Отклонение от истины, 
то есть возможность получение неправильного результата при ис-
пользовании данного метода, может произойти только при несколь-
ких ошибках, сделанных одновременно. 

Теория, благодаря которой возникла идея этого метода, имеет 
доказательство. 


